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Resumo
Nesse estudo foram aplicadas as te´cnicas de controle H∞ em modelos de suspenso˜es ativas
veiculares. O interesse de controlar o sistema baseado nessa te´cnica esta´ tambe´m no fato de que
sua obtenc¸a˜o pode ser feita atrave´s da soluc¸a˜o de problemas de otimizac¸a˜o, sendo estes baseados
no uso de Desigualdades Matriciais Lineares (LMI, do ingleˆs Linear Matrix Inequalities), que
proporciona flexibilidade na formulac¸a˜o de problemas de otimizac¸a˜o e possui algoritmos eficientes
para a soluc¸a˜o.
Esse estudo foi baseado em treˆs modelos de suspensa˜o diferentes, com dois, quatro e sete
graus de liberdade. Uma suspensa˜o deve proporcionar conforto e seguranc¸a aos passageiros. Ba-
seado nisso, adotou-se como desempenho o deslocamento simultaˆneo das rodas relativo ao cha˜o
(seguranc¸a) e a acelerac¸a˜o vertical do veı´culo (conforto dos passageiros). Como sinal de medic¸a˜o,
utilizou-se a acelerac¸a˜o vertical do veı´culo. O controlador foi obtido considerando incertezas do
modelo (neste estudo consideradas como incertezas parame´tricas).
Todos os modelos de suspensa˜o veicular com controle simulados apresentaram melhores re-
sultados, reduzindo na˜o so´ a resposta temporal do sistema como tambe´m a resposta em frequ¨eˆncia,
melhorando o conforto e a seguranc¸a dos passageiros. Conclui-se assim que e´ possı´vel controlar o
sistema mesmo quando sujeito a incertezas de modelagem.
Para a soluc¸a˜o nume´rica do problema foi utilizado o software MATLAB 7.4 com dois pacotes
livres de otimizac¸a˜o: Yalmip e Sedumi.




In this study the techniques of control H∞ were applied in active suspension models. The
interest in controling the system using this technique is based on the fact that the solution can be
obtained by solving optimization problems, which are based on the use of Linear Matrix Inequali-
ties, providing flexibility during the problem formulation and with efficient algorithms to solve the
problem.
This study was based on three different suspension models with two, four and seven degrees
of freedom. A suspension should provide comfort and security to the passengers. Based on this,
the displacement of wheels on the ground (security) and the vertical acceleration of the vehicle
(passengers comfort) were adopted as system performance. The vertical acceleration of the vehicle
was the measured signal. The active suspension controller was designed considering uncertainties
(in this study as parametric uncertainties).
All active suspensions controled models simulated improved their results, reducing not only
system’s time response but also system’s frequency response. This means an improvement of the
passengers’ safety and comfort. It was concluded that controlling the system even when it has
uncertainties was possible.
To solve the numerical problem the software MATLAB 7.4 was used with two free optimiza-
tion packages: Yalmip and Sedumi.





1.2 Breve histo´rico dos sistemas de suspensa˜o 2
1.3 Objetivos do trabalho 5
1.4 Breve Revisa˜o Bibliogra´fica 6
1.5 Organizac¸a˜o deste trabalho 9
2 Controladores H∞ por LMI 10
2.1 Problema H∞ 10
2.2 Desigualdade Matriciais Lineares 14
2.3 Controlador H∞ 15
2.3.1 Caso deD22 na˜o nula 19
2.4 Func¸o˜es de Ponderac¸a˜o 20
2.4.1 Formulac¸a˜o do problema H∞ com as func¸o˜es de ponderac¸a˜o 23
2.5 Incertezas Parame´tricas 24
2.6 Solvers Utilizados 29
3 Modelos Matema´ticos de Suspenso˜es e Controle H∞ 31
3.1 Principais Requisitos para Suspenso˜es 31
3.2 Modelo com 2 graus de liberdade 32
3.3 Modelo com 4 graus de liberdade 34
3.4 Modelo com 7 graus de liberdade 40
3.5 Func¸o˜es de ponderac¸a˜o utilizadas para a obtenc¸a˜o da planta generalizada 50
vii
3.6 Incertezas parame´tricas nos modelos 53
4 Resultados obtidos 57
4.1 Modelo com 2 graus de liberdade 59
4.1.1 Aplicac¸a˜o das func¸o˜es de ponderac¸o˜es no modelo 59
4.1.2 Resultados obtidos da ana´lise com incertezas no modelo 61
4.2 Modelo com 4 graus de liberdade 75
4.2.1 Aplicac¸a˜o das func¸o˜es de ponderac¸o˜es no modelo 75
4.2.2 Resultados obtidos da ana´lise com incertezas no modelo 76
4.2.3 Reprojetando o controlador limitando a poteˆncia necessa´ria em 20 kW 93
4.3 Modelo com 7 graus de liberdade 109
4.3.1 Aplicac¸a˜o das func¸o˜es de ponderac¸o˜es no modelo 109
4.3.2 Resultados obtidos da ana´lise com incertezas no modelo 112
4.3.3 Reprojetando o controlador limitando a poteˆncia necessa´ria em 20 kW 133
5 Concluso˜es e sugesto˜es para pro´ximos trabalhos 154
viii
Lista de Figuras
2.1 Representac¸a˜o dinaˆmica do problema H∞ 11
2.2 Planta aumentada do sistema com as func¸o˜es de ponderac¸a˜o 20
2.3 Ilustrac¸a˜o de possı´veis func¸o˜es de ponderac¸a˜o. 22
2.4 Exemplo de aplicac¸a˜o das func¸o˜es de ponderac¸a˜o. 23
2.5 Exemplo de conjunto convexo e na˜o convexo. 25
2.6 Exemplo de conjunto e seu respectivo envelope convexo. 25
2.7 Exemplo de politopo formado pelos pontos extremos devido a`s incertezas parame´tricas. 26
3.1 Esquema para ilustrar o modelo com 2 graus de liberdade simplificado 32
3.2 Esquema para ilustrar o modelo com 4 graus de liberdade simplificado 35
3.3 Esquema para representar o momento gerado pelas irregularidades da pista 39
3.4 Esquema para ilustrar o modelo com 7 graus de liberdade simplificado 41
3.5 Vistas lateral e frontal da ilustrac¸a˜o do modelo com 7 graus de liberdade 42
3.6 Vistas do modelo de 7 graus de liberdade para ilustrar o momento gerado pelas
irregularidades da pista 48
3.7 Exemplo das func¸o˜es de ponderac¸a˜o aplicadas no modelo de 2 graus de liberdade 51
3.8 Func¸o˜es de ponderac¸a˜o que sera˜o aplicadas nos modelos 53
4.1 Obsta´culo 58
4.2 9 possı´veis respostas em frequ¨eˆncia da acelerac¸a˜o vertical do veı´culo do sistema
sem controle e func¸a˜o de ponderac¸a˜o Wa1 usada para a acelerac¸a˜o. 60
4.3 9 possı´veis respostas em frequ¨eˆncia do deslocamento relativo da roda do sistema
sem controle e func¸a˜o de ponderac¸a˜o Wkhpi relacionada ao deslocamento relativo
da roda. 61
ix
4.4 Respostas em frequ¨eˆncia do modelo de dois graus de liberdade, sem controlador e
com controlador H∞, relacionados com a acelerac¸a˜o vertical do veı´culo. 65
4.5 Respostas em frequ¨eˆncia do modelo de dois graus de liberdade, sem controlador e
com controlador H∞, relacionados com o deslocamento relativo da roda. 66
4.6 Acelerac¸a˜o vertical do veı´culo apo´s a aplicac¸a˜o de um distu´rbio (obsta´culo). 68
4.7 Deslocamento relativo da roda apo´s a aplicac¸a˜o de um distu´rbio (obsta´culo). 71
4.8 Poteˆncia necessa´ria para controlar o sistema quando sujeito ao distu´rbio (obsta´culo). 74
4.9 9 possı´veis respostas em frequ¨eˆncia da acelerac¸a˜o vertical do veı´culo do sistema
sem controle e func¸a˜o de ponderac¸a˜o Wa1 usada para a acelerac¸a˜o. 76
4.10 9 possı´veis respostas em frequ¨eˆncia do deslocamento relativo da roda do sistema
sem controle e func¸a˜o de ponderac¸a˜o Wkhpi relacionada ao deslocamento relativo
da roda. 77
4.11 Resposta em frequ¨eˆncia (acelerac¸a˜o) do sistema sem controlador e com controlador
H∞ projetado. 82
4.12 Resposta em frequ¨eˆncia do sistema (deslocamento relativo da roda) sem controla-
dor e com controlador H∞ projetado. 83
4.13 Acelerac¸a˜o vertical do veı´culo apo´s a aplicac¸a˜o de um distu´rbio (obsta´culo). 85
4.14 Deslocamento relativo das rodas apo´s aplicar um distu´rbio (obsta´culo). 88
4.15 Poteˆncia necessa´ria na suspensa˜o dianteira necessa´rio para controlar o sistema
quando sujeito ao distu´rbio (obsta´culo). 91
4.16 Poteˆncia necessa´ria na suspensa˜o traseira necessa´rio para controlar o sistema quando
sujeito ao distu´rbio (obsta´culo). 92
4.17 Poteˆncia necessa´ria na suspensa˜o dianteira necessa´rio para controlar o sistema
quando sujeito ao distu´rbio (obsta´culo). 94
4.18 Poteˆncia necessa´ria na suspensa˜o traseira necessa´rio para controlar o sistema quando
sujeito ao distu´rbio (obsta´culo). 95
4.19 Resposta em frequ¨eˆncia (acelerac¸a˜o) do sistema sem controlador e com controlador
H∞ projetado. 101
4.20 Resposta em frequ¨eˆncia do sistema (deslocamento relativo da roda) sem controla-
dor e com controlador H∞ projetado. 102
x
4.21 Acelerac¸a˜o vertical do veı´culo apo´s a aplicac¸a˜o de um distu´rbio (obsta´culo). 104
4.22 Deslocamento relativo das rodas apo´s aplicar um distu´rbio (obsta´culo). 107
4.23 9 possı´veis respostas em frequ¨eˆncia da acelerac¸a˜o vertical do veı´culo do sistema
sem controle e func¸a˜o de ponderac¸a˜o Wa1 usada para a acelerac¸a˜o. 110
4.24 9 possı´veis respostas em frequ¨eˆncia do deslocamento relativo da roda do sistema
sem controle e func¸a˜o de ponderac¸a˜o Wkhpi relacionada ao deslocamento relativo
da roda. 111
4.25 Resposta em frequ¨eˆncia (acelerac¸a˜o) do modelo de sete graus de liberdade, sem
controlador e com controlador H∞. 120
4.26 Resposta em frequ¨eˆncia (deslocamento relativo das 4 rodas) do sistema sem con-
trolador e com controlador H∞. 121
4.27 Acelerac¸a˜o vertical do veı´culo apo´s a aplicac¸a˜o de um distu´rbio (obsta´culo). 123
4.28 Deslocamento relativo das rodas apo´s a aplicac¸a˜o de um distu´rbio (obsta´culo). 126
4.29 Poteˆncia necessa´ria para controle da suspensa˜o traseira esquerda necessa´rio para
controlar o sistema quando sujeito ao distu´rbio (obsta´culo). 129
4.30 Poteˆncia necessa´ria para controle da suspensa˜o dianteira esquerda necessa´rio para
controlar o sistema quando sujeito ao distu´rbio (obsta´culo). 130
4.31 Poteˆncia necessa´ria para da suspensa˜o dianteira direita necessa´rio para controlar o
sistema quando sujeito ao distu´rbio (obsta´culo). 131
4.32 Poteˆncia necessa´ria para da suspensa˜o traseira direita necessa´rio para controlar o
sistema quando sujeito ao distu´rbio (obsta´culo). 132
4.33 Poteˆncia necessa´ria na suspensa˜o traseira esquerda para controlar o sistema quando
sujeito ao distu´rbio (obsta´culo). 134
4.34 Poteˆncia necessa´ria na suspensa˜o dianteira esquerda para controlar o sistema quando
sujeito ao distu´rbio (obsta´culo). 135
4.35 Poteˆncia necessa´ria na suspensa˜o dianteira direita para controlar o sistema quando
sujeito ao distu´rbio (obsta´culo). 136
4.36 Poteˆncia necessa´ria na suspensa˜o traseira direita para controlar o sistema quando
sujeito ao distu´rbio (obsta´culo). 137
xi
4.37 Resposta em frequ¨eˆncia (acelerac¸a˜o) do sistema sem controlador e com controlador
H∞ projetado. 145
4.38 Resposta em frequ¨eˆncia do sistema (deslocamento relativo da roda) sem controla-
dor e com controlador H∞ projetado. 146
4.39 Acelerac¸a˜o vertical do veı´culo apo´s a aplicac¸a˜o de um distu´rbio (obsta´culo). 148
4.40 Deslocamento relativo das rodas apo´s aplicar um distu´rbio (obsta´culo). 151
5.1 Diagrama de corpo livre do modelo de 2 graus de liberdade (hipo´tese x1 > x2 > w) 162
5.2 Diagrama de corpo livre para o modelo de 4 graus de liberdade (hipo´tese x1 >
x2 > wf e x1 > x3 > wt) e pequenas deflexo˜es angulares. 164




No presente trabalho as letras minu´sculas em negrito denotam vetores e as letras maiu´sculas
em negrito representam matrizes.
A nomenclatura usada e´:
• I: Matriz identidade;
• A′: MatrizA transposta;
• A > 0: MatrizA e´ sime´trica e positiva definida;
• ‖A‖: Norma euclidiana da matriz A;
• λi(A): Autovalor λi da matriz A;
• λmax(A): Maior autovalor da matriz A;
• G(s): Func¸a˜o de transfereˆncia;
• G(s): Matriz de transfereˆncia;
• ‖G(s)‖∞: Norma infinito da matriz de transfereˆncia G(s), ou seja, representa o pico da
resposta em frequeˆncia deG(s);
• i: Unidade imaginaria i = √−1;
• s: Varia´vel no domı´nio da transformada de Laplace.
• SISO: Denotac¸a˜o para sistemas de uma entrada e uma saı´da, do ingleˆs Simple Input Simple
Output;
• MIMO: Denotac¸a˜o para sistemas de mais de uma entrada e mais de uma saı´da, do ingleˆs
Multiple Input Multiple Output;





A indu´stria automobilı´stica tem investido em acesso´rios de conforto e seguranc¸a para os
passageiros, tais como conjuntos de freios, Air Bag, sistemas de troca de marchas, aerofo´lios, etc.
Um desses acesso´rios, que possui um grande potencial de desenvolvimento, e´ a suspensa˜o ativa.
A suspensa˜o ativa e´ uma tecnologia automotiva que permite controlar os movimentos ver-
ticais das rodas e do veı´culo. Ao contra´rio do sistema de suspensa˜o comum (suspensa˜o passiva),
a suspensa˜o ativa compensa as imperfeic¸o˜es da pista com mais eficieˆncia, controlando os movi-
mentos verticais relativos de cada roda. Isto permite fornecer mais estabilidade ao veı´culo, seja
em curvas, acelerac¸a˜o ou frenagem, e assim facilitando a dirigibilidade para o motorista. Tambe´m
procura atuar na acelerac¸a˜o vertical do veı´culo, melhorando o conforto para os passageiros [36].
Estas vantagens motivaram muitos estudos nesta a´rea e desenvolvimento de novas suspenso˜es.
A dirigibilidade de um veı´culo depende do tipo de perfil da pista e da velocidade que o veı´culo
se desloca, caracterizando entradas que podem ser muito diferentes em termos da distribuic¸a˜o de
frequ¨eˆncias. O conforto dos passageiros dependera´ da resposta a` esta excitac¸a˜o e envolve usu-
almente as acelerac¸o˜es do veı´culo. Este problema pode caracterizar um problema de otimizac¸a˜o
multi-objetivo, cujos sistemas ativos apresentam maior potencial de satisfazer as especificac¸o˜es de
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desempenho desejadas.
1.2 Breve histo´rico dos sistemas de suspensa˜o
Nos primeiros veı´culos automotores os eixos eram fixados diretamente a` estrutura do veı´culo,
causando um desconforto aos passageiros devido a`s condic¸o˜es das estradas. Com o passar dos anos,
foram introduzidas molas entre o eixo e a carroceria, separando os movimentos verticais das rodas
do movimento vertical do veı´culo, melhorando assim o conforto [23].
Com o desenvolvimento de carros mais velozes, a soluc¸a˜o baseada em molas tornou-se ina-
dequada, pois ao passar por uma irregularidade na pista, o veı´culo oscilava comprometendo a esta-
bilidade e dificultando a dirigibilidade do veı´culo. Como soluc¸a˜o para esse problema foram criadas
as suspenso˜es veiculares com elementos dissipativos [36].
As func¸o˜es da suspensa˜o sa˜o maximizar o atrito entre o pneu e o solo, de modo a fornecer
estabilidade do veı´culo, e assegurar o conforto dos passageiros [36].
Ao passar por uma irregularidade qualquer na pista, as rodas do veı´culo reagem com movi-
mentos perpendiculares em relac¸a˜o ao solo. Sem uma estrutura que intervenha, toda a energia do
movimento vertical das rodas e´ transferida para o chassi e, em alguns casos, as rodas podem perder
o contato com o solo. Logo, e´ necessa´rio um sistema de amortecimento, permitindo que o chassi
seja menos afetado enquanto as rodas seguem as ondulac¸o˜es do solo [36].
O amortecedor, portanto, diminui a amplitude das oscilac¸o˜es da suspensa˜o, procurando man-
ter as rodas do veı´culo em contato permanente com o solo, e estabilizando a carroceria. Ale´m disso,
melhora o conforto, a seguranc¸a e previne o desgaste excessivo dos componentes da suspensa˜o e
pneus. Normalmente, seu funcionamento e´ baseado em mecaˆnismos que regulam a passagem do
o´leo de uma caˆmara para outra [36].
Alguns tipos de suspenso˜es sa˜o:
• Suspenso˜es de eixo rı´gido, onde sa˜o montadas as rodas dianteiras. Esta suspensa˜o e´ parecida
com uma barra so´lida sob a parte dianteira do veı´culo, mantida no lugar pelo feixe de molas
e amortecedores. Esta suspensa˜o e´ muito usada em picapes. Apesar de ser uma suspensa˜o
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simples e de baixo custo, compromete largamente o conforto e as caracterı´sticas dinaˆmicas
do veı´culo [11].
• Coluna McPherson, que foi desenvolvida por Earle S. McPherson em 1947, geralmente e´
usada em veı´culos com trac¸a˜o dianteira. Consiste em um sistema de suspensa˜o dianteira
que permite as rodas se movimentarem de maneira independente [11]. Combina uma mola
helicoidal e um amortecedor num mesmo conjunto, compactando a suspensa˜o e a deixando
mais leve.
• Sistema de suspensa˜o de brac¸os triangulares, que usa dois brac¸os triangulares para locali-
zar a roda. O brac¸o triangular possui dois pontos de articulac¸a˜o no chassi e um ponto de
articulac¸a˜o na roda, um amortecedor e uma mola helicoidal para absorver vibrac¸o˜es. Permite
maior controle sobre o aˆngulo de inclinac¸a˜o das rodas (cambagem). Ale´m disso, este sistema
minimiza a rolagem ou balanc¸o, permitindo assim uma direc¸a˜o mais firme. Esse sistema e´
muito comum na parte dianteira dos carros grandes [11].
As suspenso˜es acima sa˜o consideradas suspenso˜es passivas, pois estas na˜o possuem um atu-
ador em sua estrutura. Ale´m das suspenso˜es passivas existem tambe´m as suspenso˜es semi-ativas,
que variam a constante de amortecimento do amortecedor.
Como descrito no inı´cio deste capı´tulo, a suspensa˜o ativa possui um grande potencial de
desenvolvimento tecnolo´gico. Seu interesse esta´ em compensar imperfeic¸o˜es na pista com maior
eficieˆncia que a suspensa˜o passiva, melhorando a seguranc¸a e o conforto dos passageiros simul-
taneamente. As suspenso˜es ativas utilizam atuadores, cuja ac¸a˜o e´ comandada pelo sinal de saı´da
de um controlador, que possibilitam modificar as caracterı´sticas dinaˆmicas do sistema em tempo
real. Salienta-se o compromisso entre melhorar o desempenho e o custo do projeto. Atualmente, a
suspensa˜o ativa ainda pode ser considerada uma alternativa de maior custo que a suspensa˜o passiva.
Um primeiro proto´tipo com um sistema de suspensa˜o ativa foi construı´do em 1972, e insta-
lado em um veı´culo Rover. Este sistema era altamente sensı´vel, com ra´pida ac¸a˜o de autonivela-
mento. Era constituı´do de uma bomba e um sistema hidra´ulico que acionava os atuadores de cada
roda atrave´s de va´lvulas. As va´lvulas eram acionadas por um sistema de peˆndulos que detectava as
acelerac¸o˜es do veı´culo [23].
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Quinze anos depois, na Fo´rmula 1, a Lotus utilizou esse mesmo princı´pio, pore´m seu sistema
era comandado por aceleroˆmetros e um microcomputador [23]. Esse sistema de suspensa˜o obteve
muito sucesso nas provas de baixas velocidades, como, por exemplo, a de Moˆnaco. No entanto a
suspensa˜o ativa foi banida da Fo´rmula 1 em 1995 devido aos novos regulamentos das competic¸o˜es.
Em 1996 a Ford lanc¸ou um projeto com um sistema chamado CVRSS (Continuous Variable
Road-Sensing Suspension - suspensa˜o com sensoriamento contı´nuo de estrada varia´vel), composto
por uma se´rie de sensores que acionam os amortecedores hidra´ulicos das rodas, melhorando as
condic¸o˜es de amortecimento e conforto [23].
Em 1999 a Land Rover criou o sistema ACE (Active Cornering Enhancement - acesso´rio
ativo para curvas), sendo o pioneiro em veı´culos utilita´rios. Esse sistema baseia-se na substituic¸a˜o
das barras estabilizadoras da suspensa˜o dianteira e traseira por um sistema hidra´ulico, composto
por uma bomba hidra´ulica e quatro atuadores. Os atuadores entram em ac¸a˜o toda vez que o veı´culo
inclina, aplicando um torque ao chassi. A capacidade de reac¸a˜o e´ alta e este sistema permite que o
veı´culo fac¸a curvas praticamente sem inclinac¸a˜o da carroceria em relac¸a˜o ao solo [23].
Desde 2000 a Mercedes-Benz oferece um sistema totalmente ativo, o ABC (Active Body
Control - controle ativo do corpo). Esse sistema cria barras estabilizadoras virtuais, com resisteˆncia
varia´vel. A` medida que a velocidade aumenta, ele estimula a tendeˆncia de subesterc¸o (saı´da de
frente), enrijecendo os brac¸os da suspensa˜o dianteira e amolecendo os brac¸os da suspensa˜o traseira,
de acordo com padro˜es de comportamento definidos no programa do computador. Se o sistema
reagir mais rapidamente, os brac¸os inferiores da suspensa˜o dianteira atuam de modo a propiciar
maior precisa˜o no contorno de curvas. Outra caracterı´stica do sistema ABC e´ que seu tempo de
estabilizac¸a˜o e´ muito menor que o de uma suspensa˜o convencional [23].
A suspensa˜o ativa tambe´m e´ encontrada em veı´culos agrı´colas, como, por exemplo, em pul-
verizadores. Seu funcionamento pode ser feito de duas formas [6]:
• Na arrancada: Ao sair do repouso, ha´ uma tendeˆncia de transferir boa parte do peso do equi-
pamento para a parte traseira, causando perda de trac¸a˜o na parte dianteira. Com a instalac¸a˜o
da suspensa˜o ativa, um sistema de atuac¸a˜o permite baixar a frente da ma´quina evitando a`
perda de trac¸a˜o.
• Na subida: Ao subir um terreno, ocorre a mesma tendeˆncia do caso anterior. Ale´m disso,
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qualquer irregularidade do terreno pode fazer com que uma das rodas dianteira perca contato
com o solo. A suspensa˜o dianteira reage empurrando a roda contra o solo, ao mesmo tempo
em que retrai a suspensa˜o traseira. O resultado desse processo e´ o maior contato das duas
rodas com o solo, melhorando o desempenho da ma´quina.
A suspensa˜o ativa tambe´m esta´ presente em algumas empilhadeiras. Instalada no eixo tra-
seiro, controla a estabilidade do veı´culo, monitorando-o e tambe´m interrompendo o balanc¸o do eixo
traseiro. Isso melhora o contato com o solo, estabilidade e manejo nos trabalhos ra´pidos, reduzindo
o risco de instabilidade da empilhadeira [34].
1.3 Objetivos do trabalho
Esse trabalho tem o objetivo de estudar a aplicac¸a˜o da te´cnica de controle H∞, baseada
na formulac¸a˜o por LMI, aos modelos de suspenso˜es veiculares com 2, 4 e 7 graus de liberdade,
comparando os sistemas com suspensa˜o passiva (sem controlador) e com suspensa˜o ativa (com
controlador).
O interesse no controle H∞ esta´ no fato de que sua obtenc¸a˜o pode ser feita atrave´s da soluc¸a˜o
de problemas de otimizac¸a˜o. Ale´m disso, estes problemas de otimizac¸a˜o podem ser baseados no
uso de Desigualdade Matriciais Lineares (do ingleˆs Linear Matriz Inequalities, ou LMI), que e´ um
tipo de formulac¸a˜o que proporciona uma flexibilidade na formulac¸a˜o de problemas de otimizac¸a˜o,
e tambe´m possui algoritmos eficientes para a soluc¸a˜o.
O controlador obtido leva em conta func¸o˜es de ponderac¸a˜o para contemplar a distribuic¸a˜o
de frequ¨eˆncia dos crite´rios de desempenho adotados e do esforc¸o de controle, e incertezas de mo-
delagem, tendo em vista as variac¸o˜es da massa do veı´culo, do amortecimento da suspensa˜o e da
rigidez do pneu. Sera˜o verificadas as respostas em frequ¨eˆncia dos modelos, e as respostas no tempo
simulando a situac¸a˜o de passagem por um obsta´culo.
A contribuic¸a˜o principal deste trabalho e´ o projeto do controlador considerando incertezas
parame´tricas de modelagem nos modelos usuais de suspensa˜o, usando as formulac¸o˜es baseadas em
desigualdades matriciais lineares.
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As simulac¸o˜es foram feitas utilizando o software MATLAB 7.4. Nestas, foram utilizados o
Yalmip e o Sedumi, que sa˜o pacotes livres para a soluc¸a˜o de problemas de otimizac¸a˜o feitos para o
MATLAB.
1.4 Breve Revisa˜o Bibliogra´fica
Em 1971, Thompson [31] analisou o comportamento dinaˆmico do modelo de uma suspensa˜o
veicular com 2 graus de liberdade. A implementac¸a˜o deste sistema consistia num atuador ligado
em paralelo com uma mola, alimentado unicamente pela medida da acelerac¸a˜o vertical do veı´culo.
O autor observou que para obter resultados melhores era necessa´rio considerar como distu´rbio
proveniente da via grandes movimentos da roda. Estas amplitudes causavam perda de dirigibilidade
e, para minimiza´-las, investigou a possibilidade de acoplar um absorvedor dinaˆmico a` suspensa˜o.
Em 1976, Thompson [32] utilizou te´cnicas de controle o´timo. A otimizac¸a˜o foi baseada na
teoria LQR (linear quadratic regulator - regulador linear quadra´tico). O resultado final obtido
possuı´a uma implementac¸a˜o pra´tica via´vel.
Em 1984, Thompson [33] projetou um modelo de suspensa˜o ativa que podia ser acoplado
a uma mola de rigidez qualquer. Para que isso fosse possı´vel, alterou a lei de controle de forma
a incluir um termo extra de rigidez. Verificou tambe´m que o sistema final podia ser implemen-
tado utilizando-se unicamente a medida do deslocamento relativo entre o corpo principal e o eixo,
evitando o deslocamento relativo entre o corpo e a via.
Em 1987, Chalasani [7] fez dois trabalhos: um deles foi sobre o potencial de melhorar o
desempenho de uma suspensa˜o ativa para um modelo de 2 graus de liberdade e o outro para um
modelo de 7 graus de liberdade. No primeiro, a dirigibilidade (que e´ a qualidade em poder guiar um
veı´culo, podendo ser melhorada aumentando o contato dos pneus no solo) era dada pela velocidade
da roda, ao inve´s do seu deslocamento. Este trabalho concluiu que o sistema ativo possuı´a uma
acelerac¸a˜o vertical do corpo 15% inferior a` do sistema sem controle. Ja´ no segundo trabalho, foram
obtidos resultados similares aos do modelo de 2 graus de liberdade, concluindo que o modelo de
7 graus de liberdade poderia ser utilizado para conceitos fundamentais. Pore´m, caso houvesse a
necessidade de verificar o balanc¸o (movimento de pitch do veı´culo, ou seja, movimento de rotac¸a˜o
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do veı´culo em torno do eixo transversal) e a rolagem (movimento de yaw do veı´culo, ou seja,
movimento de rotac¸a˜o do veı´culo em torno do eixo longitudinal), deve-se utilizar o modelo de 7
graus de liberdade.
Em 1986, Karnopp [14] baseou-se nas func¸o˜es de transfereˆncia ideais entre a via e o eixo
e a via e o corpo. Concluiu que uma suspensa˜o ativa por realimentac¸a˜o completa de estado na˜o
oferecia grandes vantagens sobre o sistema passivo ou semi-ativo, principalmente quando visto
pela relac¸a˜o custo-benefı´cio, pois na e´poca o custo de uma suspensa˜o ativa era muito grande para
um ganho de performance na˜o ta˜o expressivo.
Em 1991, Crolla e Abdel-Hardy [8] estenderam o estudo para o modelo de 7 graus de li-
berdade, e elMadany e Abduljabbar [10] compararam o sistema ativo com o sistema semi-ativo,
investigando tambe´m a disponibilidade completa dos estados para realimentac¸a˜o.
Em 1992, Kashani e Kiriczi [15] estudaram a estabilidade robusta de uma suspensa˜o ativa
usando o controlador LQG. Reformularam o problema LQG em termos do problemaH2 no domı´nio
da frequ¨eˆncia. Incorporaram na formulac¸a˜o do problema H2 incertezas estruturadas, representando
as variac¸o˜es parame´tricas do sistema e projetaram o controlador baseando-se no teorema do ganho
pequeno (Small Gain Teorem).
Em 1995, Teramura [30] conseguiu a patente de um controlador que variava o amortecimento
da suspensa˜o veicular. Matematicamente, este controlador atenua a velocidade vertical do veı´culo
baseado na acelerac¸a˜o vertical do mesmo, selecionando assim o amortecimento necessa´rio.
Ainda em 1995, Shimamune e Tanifuji [27] aplicaram um atuador hidra´ulico para uma sus-
pensa˜o ativa em trens, comparando resultados experimentais com resultados teo´ricos obtidos num
sistema bidimensional com controlador LQG. Os resultados mostraram que e´ possı´vel controlar as
vibrac¸o˜es do trem ate´ a frequ¨eˆncia de 12 Hz.
Ainda em 1996, elBeheiry e Karpnopp [9] retomaram o estudo do problema de controle de
uma suspensa˜o automotiva via regulador LQG. Analisaram cinco tipos de suspenso˜es: totalmente
ativo, ativo limitado, passivo o´timo, amortecedor ativo e sistema com amortecedor varia´vel. Estes
casos foram estudados para isolac¸a˜o de vibrac¸a˜o com restric¸o˜es no espac¸o de trabalho da suspensa˜o.
Em 1997, Takahashi, Camino, Zampieri e Peres [29] apresentaram uma metodologia para
otimizac¸a˜o de uma suspensa˜o ativa. Esse me´todo pode ser aplicado a te´cnicas de controle que
empreguem um funcional de custo sobre o conforto, o espac¸o de trabalho da suspensa˜o e a di-
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rigibilidade. Foram usados os controladores H∞ e H2 com realimentac¸a˜o de estados. Com isso,
obteve-se uma soluc¸a˜o que permitiu especificac¸o˜es das restric¸o˜es sobre os controladores em termos
dos objetivos prima´rios.
Em 1998, Camino [5] aplicou as teorias de controleH2 eH∞ via LMI (Linear Matrix Inequa-
lities - desigualdades matriciais lineares) e a parametrizac¸a˜o Youla em suspenso˜es ativas. Abordou
treˆs modelos dinaˆmicos diferentes: com 2, 4 e 7 graus de liberdade. Simulac¸o˜es nume´ricas foram
efetuadas para cada modelo dinaˆmico, onde a comparac¸a˜o foi feita baseada na trı´ade forc¸a de con-
trole, espac¸o de trabalho da suspensa˜o e dirigibilidade. A partir do controlador projetado sem levar
em conta as incertezas de modelagem, verificou-se a resposta do mesmo ao se variar em 15% os
valores da massa do veı´culo, da rigidez do pneu e do coeficiente de amortecimento da suspensa˜o.
Em 1999, Hayakawa, Matsumoto, Yamashita, Suzuki, Fujimori e Kimura [12] aplicaram um
controlador projetado baseado nas te´cnicas de controle H∞ em um veı´culo de passeio, demons-
trando na pra´tica a melhoria no conforto quando se utiliza a suspensa˜o ativa.
Em 2000, Sammier, Sename e Dugard [24] aplicaram o controlador H∞ para um modelo
de 4 graus de liberdade multivaria´vel, verificando que o controlador H∞ satisfaz os paraˆmetros de
conforto. No estudo, foi utilizado um filtro (func¸a˜o) de ponderac¸a˜o na modelagem do problema
com uma frequ¨eˆncia de corte de 10 Hz, possibilitando assim um melhor controle da vibrac¸a˜o ate´
esta frequ¨eˆncia.
Em 2001, Bouzara e Richard [2] analisaram os efeitos de vibrac¸o˜es no conforto de veı´culos,
variando paraˆmetros da suspensa˜o tais como coeficientes de rigidez do pneu, amortecimento da
suspensa˜o, distu´rbios da estrada e posic¸a˜o do assento, atrave´s de um modelo dinaˆmico tridimensi-
onal. Os resultados obtidos demonstraram que o uso da suspensa˜o ativa e semi-ativa beneficiava o
conforto dos passageiros.
Em 2002, Smith e Wang [19] analisaram os diferentes modelos veiculares (com 2,4 e 7 graus
de liberdade) sob dois diferentes distu´rbios: irregularidades nas estradas e aplicac¸a˜o de forc¸as no
veı´culo, e utilizaram as te´cnicas de controle H∞ em seu estudo para controle da vibrac¸a˜o.
Em 2004, Kruczek e Stribrsky [17] estudaram o modelo de 7 graus de liberdade com sus-
pensa˜o ativa, considerando tambe´m os passageiros no veı´culo como graus de liberdade e discutiram
condic¸o˜es extremas, como impacto, acelerac¸a˜o, desacelerac¸a˜o, e outros no modelo.
Em 2006, Akbari e Lohman [1] estudaram controladores robustos de baixa ordem aplicados
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em veı´culos com suspensa˜o ativa. O modelo de 2 graus de liberdade foi utilizado no estudo. Um
controlador H∞ trouxe maior conforto ao sistema sem sacrificar a seguranc¸a. O controlador foi
projetado levando em conta uma func¸a˜o de ponderac¸a˜o.
1.5 Organizac¸a˜o deste trabalho
O Capı´tulo 1 deste trabalho apresenta uma introduc¸a˜o das suspenso˜es passivas e ativas, um
breve histo´rico do sistema de suspenso˜es ativas, os objetivos desse trabalho e uma breve revisa˜o
bibliogra´fica.
O Capı´tulo 2 apresenta conceitos ba´sicos, tais como a formulac¸a˜o H∞ por LMI, func¸o˜es de
ponderac¸o˜es e incertezas no sistema. Estes aspectos caracterizam a base da formulac¸a˜o usada para
o projeto dos controladores neste trabalho.
O Capı´tulo 3 trata da aplicac¸a˜o do controle H∞ na suspensa˜o ativa, a partir dos conceitos do
Capı´tulo 2.
O Capı´tulo 4 apresenta os resultados das simulac¸o˜es propostas no Capı´tulo 3, tais como
respostas em frequ¨eˆncia e respostas temporais.
As concluso˜es deste trabalho esta˜o no Capı´tulo 5, bem como algumas sugesto˜es para pro´ximos
trabalhos.
Os modelos matema´ticos para suspensa˜o ativa sa˜o apresentados no Anexo A. O anexo B




Controladores H∞ por LMI
O emprego dos controladores H∞ e´ atrativo, pois sua obtenc¸a˜o pode ser feita atrave´s da
soluc¸a˜o de problemas de otimizac¸a˜o, baseados no uso de LMI, que causa flexibilidade na formulac¸a˜o
de problemas de otimizac¸a˜o, e tambe´m possui algoritmos eficientes para a soluc¸a˜o. O projeto
H∞ pode ser usado com a finalidade de manter um determinado desempenho num sistema sob
condic¸o˜es adversas tais como erros de modelagem e distu´rbios externos [26].
Em termos gerais deseja-se, atrave´s de um me´todo de otimizac¸a˜o no domı´nio da frequ¨eˆncia,
reduzir os efeitos de distu´rbios externos e ruı´dos de sensores no problema de controle tendo em
vista o pior caso, ou seja, o valor de pico da func¸a˜o de resposta em frequ¨eˆncia. O Anexo C traz a
definic¸a˜o da norma H∞.
2.1 Problema H∞






Figura 2.1: Representac¸a˜o dinaˆmica do problema H∞
Um sistema dinaˆmico pode ser representado por:
x˙ = Ax+B1w +B2u, (2.1)
z = C1x+D11w +D12u, (2.2)
y = C2x+D21w +D22u, (2.3)
onde:
• w e´ a entrada exo´gena do problema (sinal de refereˆncia, distu´rbio, ruı´do);
• u e´ o vetor do sinal de controle;
• z e´ a medida do desempenho;
• y e´ o sinal medido usado para a realimentac¸a˜o;
• A e´ a matriz dinaˆmica do sistema;
• B1 e´ a matriz que determina onde w e´ aplicado;
• B2 e´ a matriz que determina onde u e´ aplicado;
• C1 e´ a matriz que determina o sinal de desempenho;
• D11 e´ a matriz que determina, no sinal de desempenho, onde w e´ aplicado;
• D12 e´ a matriz que determina, no sinal de desempenho, onde u e´ aplicado;
• C2 e´ a matriz que determina o sinal de medic¸a˜o;
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• D21 e´ a matriz que determina, no sinal de medic¸a˜o, onde w e´ aplicado;
• D22 e´ a matriz que determina, no sinal de medic¸a˜o, onde u e´ aplicado;
Para facilitar a formulac¸a˜o, sera´ considerado inicialmente D22 nulo. Neste caso tem-se a
saı´da medida chamada de y e dada por:
y = C2x+D21w. (2.4)
Sera´ projetado um controlador dinaˆmico, tal que:
x˙c = Acxc +Bcy; (2.5)
u = Ccxc. (2.6)
Substituindo as equac¸o˜es (2.5) e (2.6) em (2.1), (2.2) e (2.3), tem-se:
x˙ = Ax+B1w +B2Ccxc; (2.7)
z = C1x+D11w +D12Ccxc. (2.8)
(2.9)
Substituindo (2.4) em (2.5) tem-se:










˙˜x = A˜x˜+ B˜w, (2.11)
z = C˜x˜+ D˜w, (2.12)
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D˜ = D11 . (2.16)
O objetivo do controlador H∞, conforme descrito no inı´cio do capı´tulo, e´ reduzir o valor
da norma H∞, minimizando o efeito do distu´rbio exo´geno na saı´da de desempenho do sistema e
mantendo o sistema em malha fechada esta´vel.
Segundo Sa´nchez-Pena˜ e Sznair [25] a func¸a˜o de transfereˆncia do sistema de malha fechada
pode ser descrita por:





as duas afirmac¸o˜es seguintes sa˜o equivalentes:
• ‖H∞‖ < γ;









+ C˜′C˜ < 0, (2.17)
onde γ e´ o valor ma´ximo da norma H∞. A equac¸a˜o (2.17) e´ conhecida como equac¸a˜o de Riccati
[37].
O objetivo do controle H∞ e´ minimizar o valor de γ, satisfazendo a condic¸a˜o de que a norma
H∞ da matriz de transfereˆncia entre a saı´da de desempenho e a entrada exo´gena apresente um
valor menor que γ. Ale´m dessa restric¸a˜o, o problema de otimizac¸a˜o devera´ satisfazer a equac¸a˜o de
Riccati (2.17). Este problema pode ser escrito como:












+ C˜′C˜ < 0.
(2.18)
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No problema de controle ativo das suspenso˜es deste trabalho, o objetivo sera´ minimizar a
norma H∞ da func¸a˜o de func¸a˜o de transfereˆncia entre o sinal de saı´da (ou desempenho) e os sinais
de entrada no domı´nio da frequ¨eˆncia. Uma das te´cnicas mais recentes para essa minimizac¸a˜o e´ o
emprego das formulac¸o˜es baseadas em desigualdades matriciais lineares.
2.2 Desigualdade Matriciais Lineares
As desigualdades matriciais lineares, ou LMI, apareceram no fim do se´culo XIX, no artigo
em que Lyapunov discute a estabilidade de sistemas dinaˆmicos. A a´rea de sistemas de controle
possui muitas aplicac¸o˜es desse conceito devido a` sua simplicidade alge´brica, ale´m da existeˆncia
de va´rios algoritmos computacionais eficientes para a soluc¸a˜o de problemas formulados de acordo
com este enfoque [20].
A desigualdade positivo-definida,
F(x) = F0 + x1F1 + ...+ xnFn > 0, (2.19)
onde xi e´ um vetor de varia´veis de decisa˜o ou de otimizac¸a˜o e Fi sa˜o matrizes sime´tricas e conhe-
cidas, recebe o nome de LMI [3]. Na maioria dos casos na˜o e´ conveniente escrever uma LMI nesta
forma padra˜o. Logo, LMI e´ qualquer desigualdade matricial equivalente a` desigualdade na forma
padra˜o, como por exemplo, Fi (x) > 0.
Uma propriedade da LMI e´ que o conjunto {x/F(x) > 0} e´ um conjunto convexo [20], sendo
este resultado importante no contexto dos problemas de otimizac¸a˜o.
Uma propriedade u´til para a conversa˜o de desigualdades matriciais na˜o lineares em desigual-
dades matriciais lineares e´ o complemento de Schur [3], apresentado a seguir.
A inequac¸a˜o matricial:

 Q (x) S (x)
S′ (x) R (x)

 > 0, (2.20)
comQ (x) = Q′ (x) eR (x) = R′ (x) e´ equivalente a`:
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R (x) > 0, Q (x)− S (x)R (x)−1 S′ (x) > 0, (2.21)
ou ainda
Q (x) > 0, R (x)− S (x)Q (x)−1 S′ (x) > 0, (2.22)
2.3 Controlador H∞
Uma das formas para resolver o problema apresentado pela equac¸a˜o (2.18) utilizando a
formulac¸a˜o de LMI e´ eliminar a na˜o linearidade dos termos P˜B˜B˜′P˜, pois tanto P˜ como B˜ envol-
vem inco´gnitas do problema. E´ possı´vel aplicar algumas transformac¸o˜es e mudanc¸as de varia´veis
para transformar este tipo de termo em termos lineares matricialmente, como apresentado a seguir
[25].
































 XY +U′V XV′ +U′Yˆ











• X e Y sa˜o varia´veis matriciais sime´tricas que sera˜o determinadas na resoluc¸a˜o do problema
de otimizac¸a˜o com restric¸o˜es na forma de LMI;
• U e´ uma matriz invertı´vel arbitra´ria;
• V e´ uma matriz calculada a partir de U, X eY.
Congrueˆncia [25] e´ uma operac¸a˜o de mudanc¸a de varia´veis. Ela assegura que os autovalores
da matriz original e da matriz transformada sejam os mesmos. Seja a forma quadra´tica:
J(a) = a′Θa, (2.27)
onde Θ e´ uma matriz quadrada qualquer e a e´ um vetor. Para explicar a transformac¸a˜o de con-
grueˆncia, supo˜e-se que:
a = Ψb, (2.28)
ondeΨ e´ uma matriz quadrada com as mesmas dimenso˜es deΘ. Substituindo a equac¸a˜o (2.28) na
equac¸a˜o (2.27), e´ possı´vel obter:
J(b) = b′Ψ′ΘΨb. (2.29)
A partir da equac¸a˜o (2.29), e´ possı´vel escrever queΨ′ΘΨ = Π, ondeΠ e´ chamada de matriz
congruente a Θ. Logo, a transformac¸a˜o Θ → Ψ′ΘΨ, com Ψ na˜o-singular, e´ denominada
transformac¸a˜o de congrueˆncia. SeΘ > 0 enta˜o Π > 0 [22].
Como a matriz P˜ e´ positivo-definida, uma transformac¸a˜o de congrueˆncia dela tambe´m resul-
tara´ uma matriz positivo definida [25]. Portanto:























 XY +U′V X































 > 0. (2.30)
Aplicando o complemento de Schur na equac¸a˜o (2.17), obte´m-se [25]:






 < 0. (2.31)
O resultado de (2.31) pode ser verificado no anexo B.
E´ necessa´rio expressar a equac¸a˜o (2.31) em termos das varia´veis do problema e das demais
varia´veis introduzidas para auxiliar a transformac¸a˜o do problema em LMI [25]. Para isso, pre´










































 < 0. (2.32)







F = CcV. (2.33)




















M = XAY +XB2F+ LC2Y +U
′AcV. (2.35)
Assim, o problema de otimizac¸a˜o H∞ na forma LMI torna-se [25]:


min µ = γ2
sujeito a:



























As inco´gnitas do problema de otimizac¸a˜o (2.36) sa˜o: X, Y, L, F, M e µ. Das relac¸o˜es
obtidas no ca´lculo de P˜P˜−1, pode-se determinar uma relac¸a˜o entre V e U. Nesta formulac¸a˜o e´
possı´vel considerar U arbitra´rio, pore´m invertı´vel, e calcularV da seguinte forma [25]:
V = U−1(I−XY) (2.37)
Logo, pode-se encontrar as matrizes de estado do controlador atrave´s da soluc¸a˜o do problema






′−1(M−XAY −XB2F− LC2Y)V−1 (2.40)
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2.3.1 Caso deD22 na˜o nula
A formulac¸a˜o da sec¸a˜o anterior foi feita para o caso de D22 nula. Pore´m, nem sempre isso
ocorre, como e´ o caso de se ter acelerac¸o˜es como saı´da de desempenho [16]. Ha´ a necessidade,
portanto, de corrigir o sinal de realimentac¸a˜o. O sinal de realimentac¸a˜o corrigido e´ dado pela
equac¸a˜o (2.41):
yˆ = C2x+D21w +D22u. (2.41)
Associando a equac¸a˜o (2.4) a` equac¸a˜o (2.41), obte´m-se:
y = yˆ −D22u. (2.42)
O controlador dinaˆmico projetado na sec¸a˜o anterior, e reapresentado nesta sec¸a˜o, e´:
xc = Acxc +Bcy;
u = Ccxc.
Substituindo a equac¸a˜o (2.42) na equac¸a˜o do controlador, pode-se escrever que:
xc = Acxc +Bc (yˆ −D22u) ,
e como
u = Ccxc, (2.43)
pode-se obter:
xc = (Ac −BcD22Cc)xc +Bcyˆ, (2.44)
onde as equac¸o˜es (2.44) e (2.43) representam o controlador para o caso de D22 6= 0 usando as
matrizes Ac, Bc e Cc obtidas com o projeto anterior que considerou D22 = 0. A correc¸a˜o para o
caso deD22 6= 0 (na˜o nula) e´ portanto:
Aˆc = Ac −BcD22Cc, (2.45)
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Bˆc = Bc, (2.46)
Cˆc = Cc. (2.47)
2.4 Func¸o˜es de Ponderac¸a˜o
Func¸a˜o de ponderac¸a˜o e´ uma func¸a˜o utilizada na fase de projeto do controlador para pon-
derar as entradas exo´genas e os sinais de controle no problema de otimizac¸a˜o, de forma a obter
controladores mais adequados a`s caracterı´sticas do problema considerado [26].
A Figura 2.2 ilustra a planta aumentada do sistema, considerando as func¸o˜es de ponderac¸a˜o










Figura 2.2: Planta aumentada do sistema com as func¸o˜es de ponderac¸a˜o
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Na Figura 2.2 verifica-se que:
• P(s) e´ a planta original do sistema;
• K(s) e´ o controlador do sistema;
• Wu e´ a func¸a˜o ponderadora para o sinal de controle;
• Wz e´ a func¸a˜o ponderadora para a saı´da de desempenho;
• G(s) e´ a planta aumentada do sistema.
As func¸o˜es de ponderac¸a˜o teˆm o objetivo de fazer com que a distribuic¸a˜o em frequ¨eˆncia de
interesse seja considerada. Estabelecendo a faixa de interesse em frequ¨eˆncia dos sinais exo´genos,
pode-se projetar um controlador com menor conservadorismo. As func¸o˜es de ponderac¸a˜o atuam
de forma a fazer com que o conhecimento pre´vio do comportamento do sistema seja levado em
considerac¸a˜o durante a fase de projeto do controlador. As func¸o˜es de ponderac¸a˜o procuram fazer
com que as func¸o˜es de transfereˆncia de malha fechada apresentem um comportamento pre´-definido.
Sabendo, por exemplo, que um dado distu´rbio exo´geno afeta com maior intensidade a saı´da de
desempenho na baixa frequ¨eˆncia, pode-se incluir na fase de projeto do controlador uma ponderac¸a˜o
(ou peso) que provoque uma atenuac¸a˜o da resposta a este distu´rbio nesta faixa de frequ¨eˆncia.












onde ωc e´ uma frequ¨eˆncia corte e n e´ a ordem da func¸a˜o.
Atribuindo altos valores de amplitudes para frequ¨eˆncias acima da frequ¨eˆncia de corte e baixos
valores de amplitudes para frequ¨eˆncias inferiores a frequ¨eˆncia de corte, pondera-se com menor
intensidade a regia˜o de frequ¨eˆncia menor que ωc. Este tipo de func¸a˜o de ponderac¸a˜o e´ denominada
de passa-alta.
Atribuindo baixos valores de amplitudes para frequ¨eˆncia acima a uma dada frequ¨eˆncia de
corte e altos valores de amplitudes para frequ¨eˆncias inferiores a` frequ¨eˆncia de corte, pondera-se
com maior intensidade a regia˜o de frequ¨eˆncia menor que ωc. E´ esperado que a resposta a uma
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excitac¸a˜o seja reduzida ate´ a frequ¨eˆncia de corte. Este tipo de func¸a˜o de ponderac¸a˜o e´ denominada
de passa-baixa.
A Figura 2.3 ilustra a resposta em frequ¨eˆncia das func¸o˜es passa-baixa e passa-alta quando









































Figura 2.3: Ilustrac¸a˜o de possı´veis func¸o˜es de ponderac¸a˜o.
Para exemplificar a aplicac¸a˜o das func¸o˜es de ponderac¸a˜o, suponha uma planta P qualquer
sujeita a um distu´rbio. Ao incluir a func¸a˜o de ponderac¸a˜o Wz, por exemplo passa-baixa, com
frequ¨eˆncia de corte wc = 1rad/sobserva-se a mudanc¸a da resposta em frequ¨eˆncia da planta G.
Nota-se que o uso dos filtros de ponderac¸a˜o permite enfatizar as regio˜es de frequ¨eˆncia de interesse,
e isso permitira´ o projeto do controlador com base na plantaG. Ja´ nas frequ¨eˆncias menores que wc,
as amplitudes da planta P devera˜o ser menores ou iguais que as amplitudes da planta aumentada
G. Ou seja, com as func¸o˜es de ponderac¸a˜o e´ possı´vel ponderar a amplitude do sistema na faixa
de frequ¨eˆncia de interesse (no exemplo, as amplitudes para frequ¨eˆncias maiores que 1rad/s), pe-











































Figura 2.4: Exemplo de aplicac¸a˜o das func¸o˜es de ponderac¸a˜o.
2.4.1 Formulac¸a˜o do problema H∞ com as func¸o˜es de ponderac¸a˜o
Seja o modelo da planta P(s):
x˙ = Ax+B1w +B2u, (2.49)
yˆ = C2x+D21w +D22u. (2.50)
O filtro de ponderac¸a˜oWz para o sinal de desempenho pode ser escrito na forma:
x˙z = Azxz +Bzy, (2.51)
z˜ = Czxz +Dzy. (2.52)
O filtro de ponderac¸a˜oWu para o esforc¸o de controle pode ser escrito na forma:
x˙u = Auxu +Buu, (2.53)
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u˜ = Cuxu +Duu. (2.54)

























































































































ondeG(s) e´ a nova planta aumentada do sistema que considera as ponderac¸o˜esWu eWz para fins
de projeto.
2.5 Incertezas Parame´tricas
Os paraˆmetros nominais do modelo podem sofrer variac¸o˜es em seus valores. Essas variac¸o˜es
podem ser tratadas como incertezas de modelagem. O controlador H∞ robusto tem o objetivo de
manter o desempenho na presenc¸a de incertezas de modelagem, ou seja, espera-se que o controlador
tambe´m leve a bons resultados para todos os pontos incertos levantados em seu projeto.
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As incertezas podem ser classificadas em dois tipos: incertezas parame´tricas e incertezas
dinaˆmicas. As incertezas parame´tricas sa˜o aquelas onde se desconhece o valor exato de certos
paraˆmetros que compo˜e o modelo do sistema. As incertezas dinaˆmicas, como o pro´prio nome
sugere, leva em conta erros associados a` dinaˆmica da planta, ou seja, sa˜o originadas pela auseˆncia da
representac¸a˜o de certos efeitos dinaˆmicos, como por exemplo, o truncamento na ordem de modelos,
desconsiderando certos modos de vibrac¸a˜o [20].
Uma das formas de considerar as incertezas parame´tricas no projeto de controle e´ atrave´s da
abordagem polito´pica. Antes de explicar o conceito de incerteza polito´pica, e´ necessa´rio relembrar
os conceitos de conjunto e envelope convexo. Um conjunto S e´ convexo se e somente se para
quaisquer pontos a1 e a2 ∈ S, o segmento de reta [a1, a2] = ρa1 + (1 − ρ)a2, onde 0 ≤ ρ ≤ 1




Figura 2.5: Exemplo de conjunto convexo e na˜o convexo.
Seja o conjunto Y no En. O envelope convexo de Y , J , e´ a colec¸a˜o de todas as combinac¸o˜es
convexas de Y , ou seja, x ∈ H ⇔ x = ∑kj=1 αjxj,∑kj=1 αj = 1, αj ≥ 0,∀j = 1, ..., k, k inteiro
e {x1, ...,xk} ∈ Y. Politopo e´ o envelope convexo de um nu´mero finito de pontos x1, ...,xk+1 no
En. A Figura 2.6 ilustra o exemplo de envelope convexo.
Y J
Figura 2.6: Exemplo de conjunto e seu respectivo envelope convexo.
Na abordagem polito´pica, considera-se que as matrizes de estado A,B,C,D da planta pos-
suam paraˆmetros incertos, de modo que o quarteto (A (α) ,B (α) ,C (α) ,D (α)), onde α e´ o vetor
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dos paraˆmetros incertos do sistema, pertenc¸a a um conjunto admissı´vel. Este e´ representado por









αi = 1, αi > 0
}
. (2.59)
Como exemplo, supo˜e-se um quarteto matricial dentro do domı´nio de Φ, que pode ser escrito
como uma combinac¸a˜o convexa dos ve´rtices (A,B,C,D)i do politopo, como ilustrado na Figura
2.7. E´ assumido, neste trabalho, que o vetor dos paraˆmetros incertos, α, independam do tempo.
Logo, o interesse e´ projetar um controlador robusto a`s variac¸o˜es dos paraˆmetros considerando seus
extremos mı´nimos e ma´ximos.
A1, B1, C1, D1
A2, B2, C2, D2
A3, B3, C3, D3
A4, B4, C4, D4A5, B5, C5, D5
A6, B6, C6, D6
A7, B7, C7, D7
A8, B8, C8, D8
Figura 2.7: Exemplo de politopo formado pelos pontos extremos devido a`s incertezas parame´tricas.
No caso da suspensa˜o ativa, um dos paraˆmetros que sofre variac¸a˜o e´ a massa. Com isso, os
sistemas extremos produzidos constituem em um poliedro multidimensional, e na˜o necessariamente
sera´ um politopo convexo devido ao termoM−1 que surge nas equac¸o˜es de estado. Uma abordagem
usual para essa perda de convexidade e´ a de tomar os sistemas extremos da representac¸a˜o polito´pica
e determinar aqueles que compo˜em seu envelope convexo. Ao fazer isso, aumenta-se a regia˜o
sobre a qual se estabelece a estabilidade e consequ¨entemente aumenta-se o conservadorismo do
controlador a ser projetado.
Uma forma de garantir a estabilidade do sistema e´ atrave´s do conceito de estabilidade quadra´tica.
Seja V(x) = x′Px, onde P > 0, uma func¸a˜o de Lyapunov. Lyapunov [26] estabelece que um sis-
tema e´ esta´vel quando existe uma func¸a˜o V(x) positiva e que a derivada V˙(x) desta func¸a˜o seja
negativa, ou seja,
• V(x) > 0,∀x 6= 0 e ∀ t;
26
• V˙(x) < 0,∀x 6= 0 e ∀ t.
Seja um sistema linear na forma x˙ = Ax. Neste caso, e´ possı´vel verificar que:
V˙(x) = x˙′Px+ x′Px˙ = x′A′Px+ x′PAx =
= x′ (A′P+PA)x < 0, (2.60)
ou ainda
(A′P+PA) < 0. (2.61)
Desta forma, um sistema linear x˙ = Ax e´ esta´vel se existir P > 0 tal que a inequac¸a˜o de
Lyapunov (2.61) seja satisfeita.
No caso de um sistema com incertezas parame´tricas, e´ possı´vel adotar uma restric¸a˜o para
cada ve´rtice e resolver um problema matema´tico que inclui todas as restric¸o˜es. Supondo que um
sistema incerto pertenc¸a a um politopo de ve´rticesAi, o sistema sera´ esta´vel se e somente se:
PAi +A
′
iP < 0, i = 1, ..., p. (2.62)
A prova da equac¸a˜o (2.62) e´ verificada da seguinte forma. Seja um politopo convexo descrito
porAi ve´rtices. Os ve´rtices do politopo sera˜o esta´veis se, e somente se:
PA1 +A
′
1P < 0, (2.63)
PA2 +A
′
2P < 0, ... (2.64)
PAp +A
′
pP < 0. (2.65)
Considere um sistema com matriz de estado A no interior deste politopo (combinac¸a˜o con-






onde αi > 0. Conforme (2.59), e´ possı´vel multiplicar as equac¸o˜es (2.63), (2.64) e (2.65) por αi.
Sendo αi nu´meros positivos as equac¸o˜es continuara˜o sendo negativas, ou seja:
α1 (PA1 +A
′
1P) < 0, (2.67)
α2 (PA2 +A
′






















iP) < 0. (2.70)




O projeto de controladores depende da varia´vel P, que descreve a func¸a˜o de Lyapunov cuja
existeˆncia garante a estabilidade do sistema linear [20].
Na sec¸a˜o 2.3 o problema de otimizac¸a˜o a ser resolvido para obter um controlador do sistema,
sem considerar as incertezas parame´tricas, foi mostrado pela equac¸a˜o (2.36). No caso de sistemas
com incertezas parame´tricas e usando o conceito de estabilidade quadra´tica, a equac¸a˜o (2.36) pode
ser escrita para cada um dos ve´rtices da regia˜o polito´tica considerada. Neste caso, a equac¸a˜o (2.36)
aplicada ao ve´rtice i sera´ chamada aqui de LMI(i).
O problema de otimizac¸a˜o a ser resolvido considerando as incertezas parame´tricas e o con-















que devera´ encontrar como resultado um controlador que satisfac¸a todas as restric¸o˜es acima, garan-
tindo a estabilidade de cada ve´rtice, e consequentemente, devido a` estabilidade quadra´tica, esta´vel
para toda a regia˜o polito´pica. Se o controlador for projetado para o sistema correspondente a um
ve´rtice do politopo, ele seria otimizado para essa condic¸a˜o. Ao projetar o controlador que satisfac¸a
todos os ve´rtices do envelope convexo, tem-se um projeto que na˜o e´ o´timo em nenhum ve´rtice
especı´fico, ou seja, introduz-se um conservadorismo inevita´vel.
2.6 Solvers Utilizados
Neste trabalho, foram utilizadas func¸o˜es do Yalmip Toolbox [20, 18] para a soluc¸a˜o do pro-
blema de otimizac¸a˜o. Este Toolbox e´ distribuı´do gratuitamente para a soluc¸a˜o de problemas avanc¸ados
de otimizac¸a˜o. Permite ao usua´rio entrar os dados do problema e a soluc¸a˜o dos problemas de modo
intuitivo. Uma das principais caracterı´sticas deste aplicativo e´ sua interface amiga´vel e a possibili-
dade de uso de solvers externos para encontrar a soluc¸a˜o de problemas de otimizac¸a˜o. Atualmente
o Yalmip trabalha com 20 solvers para diversos tipos de problemas. Neste trabalho utilizou-se
o solver SeDuMi (Self-Dual-Minimization package [20, 28]), um software livre para otimizac¸a˜o
sobre cones sime´tricos.
As func¸o˜es do Yalmip toolbox utilizadas na soluc¸a˜o dos problemas de otimizac¸a˜o foram:
• sdpvar, para definir varia´veis de decisa˜o;
• set, para definir as inequac¸o˜es e restric¸o˜es dos problemas de otimizac¸a˜o;
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• solvesdp, para solucionar os problemas.
Um dos paraˆmetros utilizados neste trabalho e´ o shift, que possibilita alterar o crite´rio de
satisfac¸a˜o das restric¸o˜es do problema de otimizac¸a˜o de forma que estas na˜o incluam o zero sempre
que ocorra a violac¸a˜o das mesmas. Por exemplo: caso o crite´rio de satisfac¸a˜o das restric¸o˜es do
problema seja 10−6, a LMI sera´ reescrita por:
LMI < 10−6.
Os programas em MATLAB utilizados para soluc¸a˜o dos problemas deste trabalho esta˜o dis-
ponı´veis no Anexo D.
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Capı´tulo 3
Modelos Matema´ticos de Suspenso˜es e
Controle H∞
3.1 Principais Requisitos para Suspenso˜es
O projeto de uma suspensa˜o deve contemplar conforto e seguranc¸a para os passageiros. O
conforto de um passageiro pode ser medido atrave´s da acelerac¸a˜o vertical do mesmo dentro do
veı´culo. Ja´ a seguranc¸a dos passageiros pode ser relacionada com o contato do pneu com o solo,
e quanto maior for este contato, maior a seguranc¸a. Estes dois paraˆmetros podem ser levados em
conta de forma conjunta, caracterizando um problema de otimizac¸a˜o multi-objetivo.
Nas simulac¸o˜es deste trabalho, foram utilizados os seguintes modelos de suspensa˜o:
• Modelo com dois graus de liberdade que consiste no modelo de duas massas (um quarto da
massa do veı´culo e a massa de uma roda), considerando apenas o movimento vertical destas
duas massas.
• Modelo com quatro graus de liberdade que considera metade da massa do veı´culo e duas
rodas. Neste modelo, estuda-se tambe´m os movimentos verticais de cada roda e do veı´culo e
o movimento angular pitch do veı´culo.
• Modelo com sete graus de liberdade que leva em considerac¸a˜o as quatro rodas do veı´culo e
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sua massa total. Este modelo analisa sete possı´veis movimentos: movimentos verticais das
quatro rodas e do veı´culo, movimento angular pitch (θ) e movimento angular yaw (ϕ).
Estes modelos sa˜o apresentados respectivamente nas sec¸o˜es 3.2, 3.3 e 3.4.
3.2 Modelo com 2 graus de liberdade










Figura 3.1: Esquema para ilustrar o modelo com 2 graus de liberdade simplificado
No modelo da Figura 3.1 tem-se que:
• k1 e´ a rigidez da mola da suspensa˜o;
• k2 e´ a rigidez do pneu;
• c1 e´ o amortecimento da suspensa˜o;
• m1 e´ um quarto da massa total do veı´culo;
• m2 e´ a massa do pneu e da roda;
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• w e´ a excitac¸a˜o que o solo causa na suspensa˜o;
• x1 e´ o movimento vertical do veı´culo;
• x2 e´ o movimento vertical da roda;
• u e´ a forc¸a de controle do atuador da suspensa˜o ativa que sera´ instalado;
A Tabela 3.1 apresenta os valores adotados para os paraˆmetros deste modelo.
Tabela 3.1: Valores adotados nas simulac¸o˜es para o modelo de 2 graus de liberdade [35]
Paraˆmetro Valor
25% da massa do veı´culo m1 = 375kg
Massa do pneu e roda m2 = 59kg
Coeficiente de amortecimento da suspensa˜o c1 = 1000N.s/m
Rigidez da suspensa˜o k1 = 35000N/m
Rigidez do pneu k2 = 190000N/m
Os valores apresentados na Tabela 3.1 foram baseados no estudo de Wang [35]. A equac¸a˜o
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O desempenho da suspensa˜o ativa, representado por z, conforme na equac¸a˜o (2.2), pode ser
caracterizado por treˆs aspectos: conforto dos passageiros, seguranc¸a e esforc¸o de controle.
O conforto dos passageiros esta´ diretamente relacionado com a acelerac¸a˜o vertical do veı´culo
(massa m1). Segundo a norma ISO 2631 [13], os seres humanos sa˜o mais sensı´veis a excitac¸o˜es
na faixa de 4 a 8 Hz. Portanto, o objetivo do controlador projetado sera´ atuar com maior efica´cia
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nesta faixa. A acelerac¸a˜o de m1, como medida de desempenho, pode ser representada para fins de
simulac¸a˜o pela equac¸a˜o (3.2):
















A seguranc¸a e´ um aspecto relacionado a` roda manter-se em contato com o solo, ou seja, pode
ser medida atrave´s do deslocamento relativo entre a roda e a pista. Esta medida de desempenho
pode ser representada pela equac¸a˜o (3.3):
z2 = x2 − w. (3.3)
A suspensa˜o ativa necessita da instalac¸a˜o de um atuador para seu funcionamento. Para consi-
derar o uso de atuadores compatı´veis, utilizou-se o esforc¸o de controle como paraˆmetro de desem-
penho do problema de otimizac¸a˜o, ou seja:
z3 = u. (3.4)
3.3 Modelo com 4 graus de liberdade
Como descrito anteriormente, o modelo com quatro graus de liberdade considera metade da
massa do veı´culo e duas rodas. Ale´m disso, este modelo estuda os movimentos verticais de cada
roda e o movimento de pitch do veı´culo. A mola da suspensa˜o dianteira possui rigidez k1f , a mola
da suspensa˜o traseira possui rigidez k1t, o amortecedor dianteiro possui constante de amorteci-
mento c1f e o amortecedor traseiro possui constante de amortecimento c1t. Os pneus possuem uma
rigidez k2. Metade da massa do veı´culo e´ representada por m1, e a massa do pneu dianteiro e do
pneu traseiro sa˜o representadas por m2. As excitac¸o˜es wf e wt sa˜o provenientes da pista, respecti-
vamente, nas suspenso˜es dianteira e traseira. As forc¸as uf e ut sa˜o provenientes dos atuadores da
suspensa˜o ativa instalados nas suspenso˜es dianteira e traseira. A Figura 3.2 ilustra o modelo com 4













Figura 3.2: Esquema para ilustrar o modelo com 4 graus de liberdade simplificado
A Tabela 3.2 apresenta os valores adotados para os paraˆmetros deste modelo.
Da mesma forma que no modelo de 2 graus de liberdade, os valores apresentados na Tabela
3.2 foram baseados no estudo de Wang [35]. A equac¸a˜o de estados deste modelo, deduzida no
Anexo A, e´ reapresentada na equac¸a˜o (3.5):
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Tabela 3.2: Valores adotados para o modelo de 4 graus de liberdade [35]
Paraˆmetro Valor
50% da massa total do veı´culo m1 = 750kg
Massa do pneu e roda m2 = 59kg
Momento de ine´rcia de massa em θ I = 2160kgm2
Coeficiente de amortecimento da suspensa˜o dianteira c1f = 1000Ns/m
Coeficiente de amortecimento da suspensa˜o traseira c1t = 1100Ns/m
Rigidez da suspensa˜o dianteira k1f = 35000N/m
Rigidez da suspensa˜o traseira k1t = 38000N/m
Rigidez do pneu k2 = 190000N/m
Comprimento total do veı´culo l = 2,6m
Distaˆncia da frente do veı´culo ao centro de massa a = 1,4m


















0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0










































































































































• uf e ut sa˜o os esforc¸os de controle que os atuadores fazem no veı´culo e nas rodas dianteiras
e traseiras;
• wf e wt sa˜o os deslocamentos causados nas rodas dianteira e traseira devido a distu´rbios
externos (pista);
• x1 corresponde ao deslocamento vertical do veı´culo;
• x2 corresponde ao deslocamento vertical da roda dianteira;
• x3 corresponde ao deslocamento vertical da roda traseira;
• x4 corresponde ao deslocamento angular pitch do veı´culo, ou seja θ;
• x5 corresponde a` velocidade vertical do veı´culo, ou seja x˙1;
• x6 corresponde a` velocidade vertical da roda dianteira, ou seja x˙2;
• x7 corresponde a` velocidade vertical da roda traseira, ou seja x˙3;
• x8 corresponde a` velocidade angular do veı´culo, ou seja θ˙.
O desempenho da suspensa˜o, representado por z na formulac¸a˜o deste trabalho, conforme
a equac¸a˜o (2.2), e´ caracterizado por quatro aspectos neste trabalho: conforto dos passageiros,
seguranc¸a (ou dirigibilidade), esforc¸o de controle no atuador dianteiro e esforc¸o de controle no
atuador traseiro.
O conforto dos passageiros pode ser relacionado com a acelerac¸a˜o vertical do veı´culo (massa
m1). Da mesma forma que foi definido na sec¸a˜o 3.2, e´ desejado reduzir a acelerac¸a˜o vertical do
veı´culo entre as frequ¨eˆncias de 4 a 8 Hz. Para o modelo de 4 graus de liberdade, a acelerac¸a˜o vertical
do veı´culo na simulac¸a˜o pode ser representada pela a equac¸a˜o (3.6), caracterizando o primeiro
paraˆmetro do problema de controle:



























Ale´m da acelerac¸a˜o vertical do veı´culo, o modelo de 4 graus de liberdade tambe´m estara´ sob
ac¸a˜o da acelerac¸a˜o angular, apresentada na equac¸a˜o (3.7).




























Uma forma de aumentar a seguranc¸a dos passageiros e´ evitar que as rodas percam contato
com o solo. Um artifı´cio matema´tico para avaliar a perda de contato dos pneus com a pista e´
encontrar o momento necessa´rio para que as rodas percam este contato (Mext). A Figura 3.3 ilustra












FMF = k2(x2 − wf ) FMR = k2(x3 − wt)
θ
Figura 3.3: Esquema para representar o momento gerado pelas irregularidades da pista
Da Figura 3.3, FMF representa a forc¸a na roda dianteira e FMR representa a forc¸a na roda
traseira. O momento em torno do CG gerado por estas forc¸as e´ dado pela equac¸a˜o (3.8):
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Mext = k2b(x3 − wt)− k2a(x2 − wf ). (3.8)
Ao equilibrar o momento Mext, ou seja Mext = 0, sera´ possı´vel maximizar o contato das
rodas do veı´culo com a pista. Logo, um paraˆmetro de desempenho neste problema deve ser apro-
ximar o valor de Mext de 0. Simplificando a equac¸a˜o (3.8), pode-se escrever o desempenho do
sistema da seguinte forma:
z3 = b(x3 − wt)− a(x2 − wf ). (3.9)
Damesma forma que na sec¸a˜o 3.2, utilizou-se tambe´m os esforc¸os de controle como paraˆmetros
de desempenho do problema de controle conforme apresentado nas equac¸o˜es (3.10) e (3.11).
z4 = uf ; (3.10)
z5 = ut. (3.11)
3.4 Modelo com 7 graus de liberdade
Conforme descrito anteriormente, o modelo de 7 graus de liberdade leva em considerac¸a˜o as
quatro rodas do veı´culo e sua massa total, considerando sete possı´veis movimentos: movimento
vertical do veı´culo, movimentos verticais das rodas, movimento de pitch θ e movimento de yaw
ϕ. As molas da suspensa˜o dianteira possuem rigidez k1f e da suspensa˜o traseira possuem rigidez
k1t, os amortecedores dianteiros possuem uma constante de amortecimento c1f e os amortecedores
traseiros possuem uma constante de amortecimento c1t. Os pneus possuem uma rigidez k2. A
massa do veı´culo e´ representada porm1, e a massa dos pneus do veı´culo sa˜o representadas porm2.
As excitac¸o˜es provenientes do solo nas rodas traseira esquerda, dianteira esquerda, dianteira direita
e traseira direita sa˜o, respectivamente, wte, wfe, wfd e wtd. Os esforc¸os de controle dos atuadores
traseiro esquerdo, dianteiro esquerdo, dianteiro direito e traseiro direito sa˜o, respectivamente, ute,


































Figura 3.5: Vistas lateral e frontal da ilustrac¸a˜o do modelo com 7 graus de liberdade
4
2
A Tabela 3.3 apresenta os valores adotados para os paraˆmetros deste modelo.
Tabela 3.3: Valores adotados nas simulac¸o˜es para o modelo de 7 graus de liberdade [35]
Paraˆmetro Valor
Massa total do veı´culo m1 = 1500kg
Massa do pneu e roda m2 = 59kg
Momento de ine´rcia de massa em θ I = 2160kgm2
Momento de ine´rcia de massa em ϕ J = 460kgm2
Coeficiente de amortecimento da suspensa˜o dianteira c1f = 1100N.s/m
Coeficiente de amortecimento da suspensa˜o traseira c1t = 1000N.s/m
Rigidez da suspensa˜o dianteira k1f = 35000N/m
Rigidez da suspensa˜o traseira k1t = 38000N/m
Rigidez do pneu k2 = 190000N/m
Distaˆncia da frente do veı´culo ao centro de massa a = 1,4m
Distaˆncia da traseira do veı´culo ao centro de massa b = 1,7m
Distaˆncia da lateral do veı´culo ao centro de massa r = 0,45m
Os valores apresentados na Tabela 3.3 foram baseados no estudo do Wang [35]. A equac¸a˜o
de estados para este modelo, que foi deduzida no Anexo A, e´ representada a seguir na equac¸a˜o
(3.12).
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• x1 corresponde ao deslocamento vertical do veı´culo;
• x2 corresponde ao deslocamento vertical da roda traseira esquerda;
• x3 corresponde ao deslocamento vertical da roda dianteira esquerda;
• x4 corresponde ao deslocamento vertical da roda dianteira direita;
• x5 corresponde ao deslocamento vertical da roda traseira esquerda;
• x6 corresponde ao deslocamento angular de pitch do veı´culo, ou seja θ;
• x7 corresponde ao deslocamento angular de yaw do veı´culo, ou seja ϕ;
• x8 corresponde a` velocidade vertical do veı´culo, ou seja x˙1;
• x9 corresponde a` velocidade vertical da roda traseira esquerda, ou seja x˙2;
• x10 corresponde a` velocidade vertical da roda dianteira esquerda, ou seja x˙3;
• x11 corresponde a` velocidade vertical da roda dianteira direita, ou seja x˙4;
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• x12 corresponde a` velocidade vertical da roda traseira esquerda, ou seja x˙5;
• x13 corresponde a` velocidade angular do veı´culo, ou seja θ˙;
• x14 corresponde a` velocidade angular do veı´culo, ou seja ϕ˙;
O desempenho da suspensa˜o, representado por zi na formulac¸a˜o deste trabalho, conforme a
equac¸a˜o (2.2), e´ caracterizado pelos seguintes aspectos: conforto dos passageiros, seguranc¸a e os
esforc¸os de controle nas quatro rodas do veı´culo.
O conforto dos passageiros pode ser relacionado com a acelerac¸a˜o vertical do veı´culo (massa
m1). Da mesma forma que foi definido nas sec¸o˜es 3.2 e 3.3, e´ desejado reduzir a acelerac¸a˜o vertical
do veı´culo entre as frequ¨eˆncias de 4 a 8 Hz. Para o modelo de 7 graus de liberdade, a acelerac¸a˜o
vertical do veı´culo na simulac¸a˜o pode ser representada pela equac¸a˜o (3.13):





































(utd + ute + ufe + ufd) , (3.13)
Ale´m da acelerac¸a˜o vertical do veı´culo, o modelo de 7 graus de liberdade tambe´m estara´ sob
ac¸a˜o de duas acelerac¸o˜es angulares, representada pelas equac¸o˜es (3.14) e (3.15):



































(uteb− ufea− ufda+ utdb)
I
, (3.14)















(uter + ufer − ufdr − utdr)
J
. (3.15)
Uma forma de aumentar a seguranc¸a dos passageiros e´ garantir que as rodas na˜o percam
contato com o solo. Da mesma forma que o modelo de modelo de 4 graus de liberdade, utiliza-se
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um artifı´cio matema´tico para avaliar o contato dos pneus com a pista atrave´s dos momentos (Mθ



















k2(x2 − wte) k2(x3 − wfe)k2(x3 − wfe) k2(x4 − wfd)
Mθ Mϕ
Figura 3.6: Vistas do modelo de 7 graus de liberdade para ilustrar o momento gerado pelas irregularidades da pista
4
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O momentoMθ, pode ser calculado pela equac¸a˜o (3.16):
Mθ = k2a [(x3 − wfe) + (x4 − wfd)]− k2b [(x2 − wte) + (x5 − wtd)] . (3.16)
Da mesma forma que o momentoMθ, o momentoMϕ, pode ser pela equac¸a˜o (3.17):
Mϕ = k2r [(x3 − wfe) + (x2 − wte)]− k2r [(x4 − wfd) + (x5 − wtd)] . (3.17)
Ao equilibrar os momentos Mθ e Mϕ e´ possı´vel maximizar o contato das rodas do veı´culo
com a pista. Logo, uma medida de desempenho a ser utilizada, visando obter um desempenho
adequado para assegurar o contato com a pista, e´ anular a soma destes momentos, ou seja:
z4 = Mθ +Mϕ. (3.18)
Simplificando a equac¸a˜o (3.18), e´ possı´vel escrever o desempenho z3 do problema de controle
como mostra a equac¸a˜o (3.19):
z4 = (a) (x3 − wfe) + (a) (x4 − wfd) + (−b) (x2 − wte) + (−b) (x5 − wtd)+
+ (r) (x3 − wfe) + (−r) (x4 − wfd) + (r) (x2 − wte) + (−r) (x5 − wtd) . (3.19)
Damesma forma que nas sec¸o˜es 3.2 e 3.3, utilizou-se os esforc¸os de controle como paraˆmetros
de desempenho. Os esforc¸os que os atuadores ira˜o realizar nas rodas traseira esquerda, dianteira
esquerda, dianteira direita e traseira direita sa˜o, respectivamente, mostrados como paraˆmetros de
desempenho nas equac¸o˜es (3.20), (3.21), (3.22) e (3.23).
z5 = ute, (3.20)
z6 = ufe, (3.21)
z7 = ufd, (3.22)
z8 = utd. (3.23)
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3.5 Func¸o˜es de ponderac¸a˜o utilizadas para a obtenc¸a˜o da planta
generalizada
Conforme explicac¸a˜o na sec¸a˜o 2.4, a func¸a˜o de ponderac¸a˜o e´ uma func¸a˜o de transfereˆncia
que apresenta um comportamento tı´pico em func¸a˜o da frequ¨eˆncia.
O objetivo das func¸o˜es de ponderac¸a˜o e´ privilegiar as medidas de desempenho, ponderando
os sinais de entrada (u) e de saı´da (zi) do sistema na fase de projeto do controlador. Neste trabalho,
os desempenhos ponderados foram: a acelerac¸a˜o vertical do veı´culo, deslocamento relativo das
rodas em relac¸a˜o ao solo e esforc¸o de controle.
Sabendo, por exemplo, que um dado distu´rbio exo´geno afeta com maior intensidade a saı´da
de desempenho na baixa frequ¨eˆncia, pode-se incluir na fase de projeto do controlador uma ponderac¸a˜o
(ou peso) que provoque uma atenuac¸a˜o da resposta a este distu´rbio nesta faixa de frequ¨eˆncia.
A Figura 3.7 representa o exemplo de uma planta aumentada do sistema com as func¸o˜es de
ponderac¸a˜o. Neste exemplo, foram usados 3 desempenhos:
• Deslocamento relativo da roda, conforme as equac¸o˜es (3.3), (3.9) e (3.19);
• Acelerac¸o˜es do veı´culo;
• Esforc¸o de controle.














Figura 3.7: Exemplo das func¸o˜es de ponderac¸a˜o aplicadas no modelo de 2 graus de liberdade
Na Figura 3.7 tem-se:
• Wu e´ a func¸a˜o que pondera o sinal de controle;
• Wa1 e´ a func¸a˜o que pondera o desempenho relacionado a` acelerac¸a˜o vertical do veı´culo;
• Wθ¨ e´ a func¸a˜o que pondera o desempenho relacionado a` acelerac¸a˜o angular em θ do veı´culo;
• Wϕ¨ e´ a func¸a˜o que pondera o desempenho relacionado a` acelerac¸a˜o angular em ϕ do veı´culo;
• Wkhpi e´ a func¸a˜o que pondera o desempenho relacionado ao deslocamento relativo da roda;
As func¸o˜es de ponderac¸a˜o usadas neste trabalho foram baseadas nas func¸o˜es utilizadas no
artigo do Wang [35], que projetou um controlador utilizando o conceito de func¸o˜es de ponderac¸a˜o
no modelo de 7 graus de liberdade. Com este controlador, Wang obteve bons resultados em sua
simulac¸a˜o, que indicou uma melhora na seguranc¸a e no conforto dos passageiros.
Outros paraˆmetros para as func¸o˜es de ponderac¸a˜o tambe´m foram testados para obtenc¸a˜o de
um controlador, no entando os mesmos levaram a resultados menos adequados que os obtidos com
as func¸o˜es apresentadas neste trabalho.
A func¸a˜o de ponderac¸a˜o Wkhpi, que foi aplicada para obter uma reduc¸a˜o na resposta do
deslocamento relativo da roda, pondera com maior intensidade a baixa frequ¨eˆncia e com menor
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intensidade a alta frequ¨eˆncia (func¸a˜o de ponderac¸a˜o do tipo passa-baixa). Espera-se que o maior
pico da resposta em frequ¨eˆncia do paraˆmetro relacionado com os deslocamentos relativos das rodas
seja reduzido. Essa func¸a˜o de ponderac¸a˜o e´ mostrada pela equac¸a˜o (3.24). O formato dessa func¸a˜o





Ja´ as func¸o˜es Wa1, Wθ¨ e Wϕ¨ ponderam com maior intensidade a faixa de frequ¨eˆncia re-
comendada de 4 a 8 Hz, que e´ a frequ¨eˆncia que os seres humanos possuem maior sensibilidade
(norma ISO 2631 [13]), podendo gerar desconforto nos passageiros. Conforme se afasta desta faixa
a ponderac¸a˜o e´ diminuı´da. Com isso, espera-se que a resposta das acelerac¸o˜es vertical e angulares
do veı´culo sejam reduzidas nesta faixa de frequ¨eˆncia. Essas func¸o˜es de ponderac¸a˜o sa˜o mostradas
pelas equac¸o˜es (3.25) e (3.26). O formato dessas func¸o˜es de ponderac¸a˜o sa˜o ilustrados pela Figura
3.8.
Wa1 =
s2 + 314, 2s+ 987
s2 + 43, 98s+ 987
, (3.25)
Wθ¨ = Wϕ¨ =
s2 + 50, 27s+ 25, 27
s2 + 7, 037s+ 25, 27
. (3.26)
Diferentemente do deslocamento relativo das rodas e da acelerac¸a˜o vertical do veı´culo, deseja-
se que o esforc¸o de controle tenha uma boa atuac¸a˜o em toda a faixa de frequ¨eˆncia, de forma que
sua ponderac¸a˜o seja uma constante. Portanto, Wang [35] optou por uma func¸a˜o de ponderac¸a˜o de
ordem zero, como mostrada pela equac¸a˜o (3.27). O formato dessa func¸a˜o de ponderac¸a˜o e´ ilustrada
pela Figura 3.8.








































Figura 3.8: Func¸o˜es de ponderac¸a˜o que sera˜o aplicadas nos modelos
Na Figura 3.8Wi sa˜o as func¸o˜es de ponderac¸o˜es citadas acima e aplicadas nos modelos.
3.6 Incertezas parame´tricas nos modelos
No veı´culo alguns valores podem sofrer variac¸o˜es devido a` ocupac¸a˜o, desgaste de compo-
nentes e outros aspectos. O projeto de um controlador robusto deve prever essas variac¸o˜es. Uma
forma para levar as incertezas em conta no projeto de controladores e´ considerar o conceito de es-
tabilidade quadra´tica e a variac¸a˜o de modelos no interior um politopo gerado a partir das situac¸o˜es
de paraˆmetros com incertezas, conforme descrito na sec¸a˜o 2.5.
Os principais paraˆmetros considerados incertos nos modelos das suspenso˜es considerados
neste trabalho sa˜o:
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• Massa do veı´culo. O veı´culo pode estar ou na˜o com a capacidade ma´xima de passageiros e
bagagens. Assim, adota-se neste trabalho uma variac¸a˜o de −15% ate´ +15% do valor nomi-
nal;
• Rigidez do pneu, pois o mesmo pode estar fora da pressa˜o de calibrac¸a˜o nominal. No estudo,
sera´ adotada uma variac¸a˜o de −15% ate´ +15% em torno do valor nominal;
• Amortecedor da suspensa˜o, podendo o mesmo sofrer alterac¸a˜o devido ao desgaste e a`s
variac¸o˜es de temperatura. No estudo, sera´ adotada uma variac¸a˜o de −15% ate´ +15% do
valor nominal.
Considerando as combinac¸o˜es destes paraˆmetros, existem oito pontos extremos conforme
apresentado nas Tabelas 3.4, 3.5 e 3.6 para os modelos de 2, 4 e 7 graus de liberdade.
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Tabela 3.4: Pontos extremos em func¸a˜o da variac¸a˜o dos paraˆmetros incertos para o modelo de dois
graus de liberdade
Extremos Massa do veı´culo (m1) Amortecimento (c1) Rigidez (k2)
Extremo 1 431,25 kg 1150 Ns/m 218500 N/m
Extremo 2 318,75 kg 1150 Ns/m 218500 N/m
Extremo 3 431,25 kg 850 Ns/m 218500 N/m
Extremo 4 318,75 kg 850 Ns/m 218500 N/m
Extremo 5 431,25 kg 1150 Ns/m 161500 N/m
Extremo 6 318,75 kg 1150 Ns/m 161500 N/m
Extremo 7 431,25 kg 850 Ns/m 161500 N/m
Extremo 8 318,75 kg 850 Ns/m 161500 N/m
Nominal 375 kg 1000 Ns/m 190000 N/m
Do problema de otimizac¸a˜o citado na sec¸a˜o 2.5, cada extremo do politopo gera uma nova
inequac¸a˜o matricial linear ale´m da inequac¸a˜o (2.30), pois os valores das matrizes de estados variam
com os valores dem1, c1f , c1t e k2. Logo, ha´ a necessidade de resolver um problema de otimizac¸a˜o
com oito inequac¸o˜es ale´m da inequac¸a˜o (2.36), encontrando como resultado um controlador que
busque estabilidade no interior do politopo para cada modelo de suspensa˜o citado. As matrizes do
controlador respeitara˜o as equac¸o˜es (2.38), (2.39), (2.38), (2.45), (2.46) e (2.47). Neste trabalho,
as matrizes A, B1, B2, C1, C2, D11, D12, D21 e D22 destas equac¸o˜es sera˜o as matrizes com os
valores nominais de cada sistema.
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Tabela 3.5: Pontos extremos em func¸a˜o da variac¸a˜o dos paraˆmetros incertos para o modelo de
quatro graus de liberdade
Extremos Massa do veı´culo (m1) Amortecimento (c1f ) Amortecimento (c1t) Rigidez (k2)
Extremo 1 862,5 kg 1150 Ns/m 1265 Ns/m 218500 N/m
Extremo 2 637,5 kg 1150 Ns/m 1265 Ns/m 218500 N/m
Extremo 3 862,5 kg 850 Ns/m 935 Ns/m 218500 N/m
Extremo 4 637,5 kg 850 Ns/m 935 Ns/m 218500 N/m
Extremo 5 862,5 kg 1150 Ns/m 1265 Ns/m 161500 N/m
Extremo 6 637,5 kg 1150 Ns/m 1265 Ns/m 161500 N/m
Extremo 7 862,5 kg 850 Ns/m 935 Ns/m 161500 N/m
Extremo 8 637,5 kg 850 Ns/m 935 Ns/m 161500 N/m
Nominal 750 kg 1000 Ns/m 1100 Ns/m 190000 N/m
Tabela 3.6: Pontos extremos em func¸a˜o da variac¸a˜o dos paraˆmetros incertos para o modelo de sete
graus de liberdade
Extremos Massa do veı´culo (m1) Amortecimento (c1f ) Amortecimento (c1t) Rigidez (k2)
Extremo 1 1725 kg 1150 Ns/m 1265 Ns/m 218500 N/m
Extremo 2 1275 kg 1150 Ns/m 1265 Ns/m 218500 N/m
Extremo 3 1725 kg 850 Ns/m 935 Ns/m 218500 N/m
Extremo 4 1275 kg 850 Ns/m 935 Ns/m 218500 N/m
Extremo 5 1725 kg 1150 Ns/m 1265 Ns/m 161500 N/m
Extremo 6 1275 kg 1150 Ns/m 1265 Ns/m 161500 N/m
Extremo 7 1725 kg 850 Ns/m 935 Ns/m 161500 N/m
Extremo 8 1275 kg 850 Ns/m 935 Ns/m 161500 N/m




Neste capı´tulo, sera˜o apresentados os resultados de simulac¸o˜es realizadas com o programa
MATLAB 7.4 utilizando o controladorH∞ projetado considerando func¸o˜es de ponderac¸a˜o da sec¸a˜o
3.5 e incertezas parame´tricas da sec¸a˜o 3.6 tratadas aqui de acordo com o conceito de estabilidade
quadra´tica (sec¸a˜o 2.5). Ale´m disso, sera˜o avaliadas as oito respostas dos oito extremos e as respos-
tas dos sistemas com valores nominais utilizando o controlador projetado.
Para as simulac¸o˜es deste trabalho, foram adotados os valores mostrados no Capı´tulo 4, nas
Tabelas 3.1, 3.2 e 3.3. O objetivo e´ reduzir a resposta entre as frequ¨eˆncias de 4 a 8Hz da acelerac¸a˜o
vertical do veı´culo (faixa de frequ¨eˆncia que os seres humanos possuem maior sensibilidade, po-
dendo gerar o desconforto) e reduzir a resposta em frequ¨eˆncia do deslocamento relativo das rodas.
Ale´m disso o sinal de controle e´ verificado.
Outra simulac¸a˜o possı´vel e´ verificar o comportamento do sistema quando sujeito a um distu´rbio
externo. Neste estudo, foi definido um obsta´culo como distu´rbio, cujas medidas sa˜o 0,1 m de altura
e 0,5 m de comprimento. O perfil do obsta´culo e´ ilustrado pela Figura 4.1, e e´ representado por
uma elipse cuja equac¸a˜o e´:






Este perfil foi escolhido devido a` sua proximidade ao formato de uma lombada.
Foi adotada a velocidade do veı´culo de 40 km/h ao passar pelo obsta´culo. Nesta situac¸a˜o,
sera˜o ilustrados os paraˆmetros associados a` seguranc¸a e ao conforto dos passageiros, ale´m do
esforc¸o necessa´rio para controle. Para ilustrar o efeito do controlador, sera˜o calculadas as reduc¸o˜es
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do tempo de estabilizac¸a˜o e do maior valor dos picos das respostas temporais.
O tempo de estabilizac¸a˜o de um sistema e´ o tempo necessa´rio para que sua resposta temporal
possua um valor de amplitude dentro de uma faixa de toleraˆncia de x% em relac¸a˜o ao valor da
amplitude de estabilizac¸a˜o. Neste trabalho foi usado o tempo de estabilizac¸a˜o a 5%. A comparac¸a˜o







• ∆t e´ a diferenc¸a percentual dos tempos de estabilizac¸a˜o dos sistemas com controle e sem
controle;
• tcc e´ o tempo de estabilizac¸a˜o do sistema com controle;
• tsc e´ o tempo de estabilizac¸a˜o do sistema sem controle.
O maior valor do pico e´ a ma´xima amplitude que o sistema atinge na resposta temporal. A








• ∆p e´ a diferenc¸a percentual dos maiores picos nas respostas temporais dos sistemas com
controle e sem controle;
• pcc e o maior pico na resposta temporal do sistema com controle;
• psc e o maior pico na resposta temporal do sistema sem controle.
Para comparar os esforc¸os de controle necessa´rios para controlar os sistemas, utilizou-se um
atuador hidro-pneuma´tico de refereˆncia. Este foi adotado atrave´s do cata´logo da NEMA [21], com
capacidade de 20kW , curso de ate´ 125 mm e uma sec¸a˜o transversal quadrada de 190 mm de lado.
Sera˜o comparadas a poteˆncia deste atuador com a poteˆncia requerida pelo controlador encontrado.
4.1 Modelo com 2 graus de liberdade
4.1.1 Aplicac¸a˜o das func¸o˜es de ponderac¸o˜es no modelo
Na sec¸a˜o 3.2, foi apresentado o modelo de estados do sistema e os paraˆmetros de desempe-
nho. As func¸o˜es de ponderac¸a˜o utilizadas neste trabalho foram mostradas na sec¸a˜o 3.5 e aplicadas
na acelerac¸a˜o vertical do veı´culo (3.24), no deslocamento relativo da roda (3.25) e no esforc¸o de
controle (3.27). Na Figura 4.2 sa˜o mostradas as 9 possı´veis respostas em frequ¨eˆncia da acelerac¸a˜o
vertical do sistema sem controle (8 delas representam os extremos gerados pelas incertezas e a outra
representa o sistema com valores nominais) quando sujeitas a` excitac¸a˜o da pista e a func¸a˜oWa1 e´
mostrada no sentido de ilustrar a regia˜o de frequ¨eˆncia de maior interesse. Salienta-se que a func¸a˜o


































Aceleracao vertical do sistema sem controle
Figura 4.2: 9 possı´veis respostas em frequ¨eˆncia da acelerac¸a˜o vertical do veı´culo do sistema sem
controle e func¸a˜o de ponderac¸a˜oWa1 usada para a acelerac¸a˜o.
Da Figura 4.2, verifica-se que a func¸a˜o Wa1 pondera com maior intensidade a faixa de
frequ¨eˆncia de 4 a 8 Hz (25 a 50rad/s). Espera-se que, ao aplicar esta func¸a˜o de ponderac¸a˜o, a
acelerac¸a˜o vertical do veı´culo seja reduzida com maior importaˆncia quando a excitac¸a˜o for nesta
faixa de frequ¨eˆncia.
Na Figura 4.3 sa˜o mostradas as 9 possı´veis respostas em frequ¨eˆncia do deslocamento relativo
da roda do sistema sem controle (8 delas representam os extremos gerados pelas incertezas e a
outra representa o sistema com valores nominais) quando sujeitas a` excitac¸a˜o da pista e a func¸a˜o
Wkhpi aplicada.
Da Figura 4.3, verifica-se que a func¸a˜o de ponderac¸a˜o Wkhpi pondera com maior intensi-
dade a baixa frequ¨eˆncia e com menor intensidade a alta frequ¨eˆncia. Portanto, e´ esperado que o




































Deslocamento relativo do sistema sem controle
Figura 4.3: 9 possı´veis respostas em frequ¨eˆncia do deslocamento relativo da roda do sistema sem
controle e func¸a˜o de ponderac¸a˜oWkhpi relacionada ao deslocamento relativo da roda.
4.1.2 Resultados obtidos da ana´lise com incertezas no modelo
Com as informac¸o˜es disponı´veis na sec¸a˜o 3.6 foi possı´vel projetar um controladorH∞. Como
descrito anteriormente, deseja-se que o controlador H∞ tenha bom desempenho para toda a regia˜o
do envelope convexo associado a`s variac¸o˜es dos paraˆmetros devido a`s incertezas.
Na simulac¸a˜o do modelo de 2 graus de liberdade foi utilizado o pacote Yalmip, com o solver
SeDuMi. Foi utilizado shift = 10−6. As varia´veis foram definidas pela func¸a˜o sdpvar do Yalmip
toolbox, e o problema de otimizac¸a˜o foi resolvido pela func¸a˜o solvesdp. As inequac¸o˜es e restric¸o˜es
do problema foram definidas pela func¸a˜o set deste mesmo pacote. O tempo para soluc¸a˜o do pro-
blema de otimizac¸a˜o foi de 54 segundos em um computador com processador Core(TM)2 Duo
CPU T7250 de 2.00GHz, com 2 GB de memo´ria RAM. Foram realizadas 19 iterac¸o˜es ate´ obter os
resultados aqui reportados.
O controlador obtido leva em conta as matrizes de estado (que possuem ordem 4) e a aplicac¸a˜o
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das func¸o˜es de ponderac¸a˜o Wa1 (que possui ordem 2) e Wkhpi (que possui ordem 1). Somando a
ordem da matriz e das func¸o˜es de ponderac¸a˜o, e´ possı´vel obter a ordem do controlador (ordem 7).




−1, 105 14, 44 −65 10, 81 9, 467 −10, 79 0, 6537
0, 2595 −1456 3570 −93, 88 −634, 5 314, 2 −282, 7
4, 242 −373, 9 2329 −507, 5 −316, 6 476, 3 68, 25
2, 344 −1270 3839 −328, 5 −632 480, 7 −170, 9
1, 809 −620, 3 2122 −248 −336, 3 297, 3 −65, 6
−1, 575 577 −1937 214, 9 308, 1 −282, 1 97, 15



















8326 −16, 41 69, 3 −10, 66− 10, 25 −10, 25 11, 29 −0, 639
]
; (4.6)
Para verificar o desempenho deste controlador, foi avaliado o comportamento do mesmo
no controle das plantas dos 8 extremos correspondentes aos modelos incertos, conforme valores
mostrados na Tabela 3.4, e no ponto nominal, conforme valores mostrados na Tabela 3.1.
A Tabela 4.1 apresenta os valores das normas H∞ das func¸o˜es de transfereˆncia devido a`s
irregularidades da pista para os 8 extremos associados a cada paraˆmetro incerto, onde ‖Pzw‖∞
representa o maior pico da resposta em frequ¨eˆncia do sistema sem controle, ‖Tzw‖∞ representa o







representa a variac¸a˜o percentual dos picos das respostas em frequ¨eˆncia dos sistemas sem controle
e com controle.
Tabela 4.1: Valores das normas H∞ de cada crite´rio de desempenho - modelo de 2 graus de liber-
dade.
Desempenho ‖Pzw‖∞ ‖Tzw‖∞ ∆zw
Acelerac¸a˜o vertical do veı´culo no Extremo 1 544,9380 3,6503 -99,33
Acelerac¸a˜o vertical do veı´culo no Extremo 2 740,6533 3,6832 -99,50
Acelerac¸a˜o vertical do veı´culo no Extremo 3 586,2593 3,2749 -99,44
Acelerac¸a˜o vertical do veı´culo no Extremo 4 796,2336 3,3893 -99,57
Acelerac¸a˜o vertical do veı´culo no Extremo 5 410,9024 3,0252 -99,26
Acelerac¸a˜o vertical do veı´culo no Extremo 6 558,3612 3,0528 -99,45
Acelerac¸a˜o vertical do veı´culo no Extremo 7 453,2652 3,0046 -99,33
Acelerac¸a˜o vertical do veı´culo no Extremo 8 601,6696 3,1053 -99,48
Acelerac¸a˜o vertical do veı´culo para Valores Nominais 573,2477 3,2390 -99,43
Deslocamento relativo da roda no Extremo 1 3,0508 1,7839 -41,52
Deslocamento relativo da roda no Extremo 2 2,9893 1,7836 -40,33
Deslocamento relativo da roda no Extremo 3 3,9613 2,1733 -45,13
Deslocamento relativo da roda no Extremo 4 3,8736 2,1725 -43,91
Deslocamento relativo da roda no Extremo 5 2,5711 1,6050 -37,57
Deslocamento relativo da roda no Extremo 6 2,5928 1,6046 -38,11
Deslocamento relativo da roda no Extremo 7 3,3212 1,8820 -43,33
Deslocamento relativo da roda no Extremo 8 3,3405 1,8816 -43,67
Deslocamento relativo da roda para Valores Nominais 3,1249 1,8283 -41,49
Verificando os valores da Tabela 4.1, conclui-se que o controlador reduz em ate´ 45% o valor
da normaH∞ relacionada com o deslocamento relativo da roda, e em quase 100% o valor da norma
H∞ relacionada a` acelerac¸a˜o vertical do veı´culo.
As respostas em frequ¨eˆncia da acelerac¸a˜o vertical do veı´culo sa˜o ilustradas na Figura 4.4. E´
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possı´vel verificar que o controlador reduz consideravelmente as acelerac¸o˜es entre as frequ¨eˆncias de
4 a 8 Hz, que e´ a frequ¨eˆncia que os seres humanos possuem maior sensibilidade.
As respostas em frequ¨eˆncia do deslocamento da roda em relac¸a˜o ao solo sa˜o ilustradas na
Figura 4.5. E´ possı´vel verificar que, quando comparado com a resposta em frequ¨eˆncia do modelo





























































































acelerac¸a˜o vertical no extremo 1 acelerac¸a˜o vertical no extremo 2 acelerac¸a˜o vertical no extremo 3
acelerac¸a˜o vertical no extremo 4 acelerac¸a˜o vertical no extremo 5
acelerac¸a˜o vertical no extremo 6 acelerac¸a˜o vertical no extremo 7 acelerac¸a˜o vertical no extremo 8
acelerac¸a˜o vertical para valores nominais
sem controladorsem controladorsem controlador
sem controladorsem controladorsem controlador
sem controladorsem controladorsem controlador
controlador H∞controlador H∞controlador H∞
controlador H∞controlador H∞controlador H∞
controlador H∞controlador H∞controlador H∞
Frequ¨eˆncia (rad/s)Frequ¨eˆncia (rad/s)Frequ¨eˆncia (rad/s)
Frequ¨eˆncia (rad/s)Frequ¨eˆncia (rad/s)Frequ¨eˆncia (rad/s)






















































































































Figura 4.4: Respostas em frequ¨eˆncia do modelo de dois graus de liberdade, sem controlador e com controlador H∞, relacionados com a











































































deslocamento relativo no extremo 1 deslocamento relativo no extremo 2 deslocamento relativo no extremo 3
deslocamento relativo no extremo 4 deslocamento relativo no extremo 5
deslocamento relativo no extremo 6 deslocamento relativo no extremo 7 deslocamento relativo no extremo 8
deslocamento relativo para valores nominais
sem controladorsem controladorsem controlador
sem controladorsem controladorsem controlador
sem controladorsem controladorsem controlador
controlador H∞controlador H∞controlador H∞
controlador H∞controlador H∞controlador H∞
controlador H∞controlador H∞controlador H∞
Frequ¨eˆncia (rad/s)Frequ¨eˆncia (rad/s)Frequ¨eˆncia (rad/s)
Frequ¨eˆncia (rad/s)Frequ¨eˆncia (rad/s)Frequ¨eˆncia (rad/s)






















































































































Figura 4.5: Respostas em frequ¨eˆncia do modelo de dois graus de liberdade, sem controlador e com controlador H∞, relacionados com o
deslocamento relativo da roda.
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A Figura 4.6 representa o comportamento da acelerac¸a˜o vertical do veı´culo apo´s o mesmo
passar pelo obsta´culo, dado pelo perfil da equac¸a˜o 4.1. Concluı´-se que o controlador projetado
reduz a acelerac¸a˜o vertical do sistema, melhorando o conforto dos passageiros.
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Extremo 1 Extremo 2 Extremo 3
Extremo 4 Extremo 5






































tempo (s)tempo (s)tempo (s)
tempo (s)tempo (s)tempo (s)
tempo (s)tempo (s)tempo (s)
controlador H∞controlador H∞controlador H∞
controlador H∞controlador H∞controlador H∞
controlador H∞controlador H∞controlador H∞
sem controladorsem controladorsem controlador
sem controladorsem controladorsem controlador
sem controladorsem controladorsem controlador
Figura 4.6: Acelerac¸a˜o vertical do veı´culo apo´s a aplicac¸a˜o de um distu´rbio (obsta´culo).
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A Tabela 4.2 mostra o tempo de estabilizac¸a˜o a` 5%, calculado da maneira como mostrada
na sec¸a˜o 4.1.1, dos sistemas sem controle, com controle e a comparac¸a˜o entre esses valores. A
forma desta comparac¸a˜o e´ mostrada pela equac¸a˜o (4.2). O tempo de estabilizac¸a˜o foi maior que o
do sistema sem controle nos extremos 1 e 2.
Tabela 4.2: Tempo de estabilizac¸a˜o a 5% da acelerac¸a˜o vertical do veı´culo
Extremo tsc (s) tcc (s) ∆t (%)
1 0,62 0,67 8,96
2 0,53 0,67 26,92
3 0,99 0,70 -28,99
4 0,86 0,70 -18,20
5 0,99 0,70 -29,47
6 0,86 0,70 -18,52
7 1,39 0,71 -49,15
8 1,20 0,71 -41,06
Nominal 0,92 0,70 -24,38
A Tabela 4.3 mostra o valor do maior pico da acelerac¸a˜o vertical dos sistemas sem controle,
com controle e a comparac¸a˜o entre esses valores. Esta e´ feita de acordo com a equac¸a˜o (4.3). A par-
tir dos valores desta tabela e´ possı´vel concluir que, apesar do aumento nos tempos de estabilizac¸a˜o
nos extremos 1 e 2, o valor do maior pico do sistema com controle e´ muito menor que o maior pico
do sistema sem controle, melhorando o conforto dos passageiros do veı´culo.
A Figura 4.7 apresenta o comportamento do deslocamento relativo entre a roda e a pista
quando o veı´culo passa pelo obsta´culo. Verifica-se que no sistema com controle ocorre uma reduc¸a˜o
do deslocamento ao longo do tempo, ale´m de reduzir o tempo de estabilizac¸a˜o.
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1 16,8091 0,1445 -99,14
2 22,3744 0,1433 -99,35
3 15,0842 0,1275 -99,15
4 20,1155 0,1279 -99,36
5 14,1260 0,1176 -99,16
6 18,7702 0,1180 -99,37
7 12,8237 0,1141 -99,11
8 17,0755 0,1145 -99,33
Nominal 16,8997 0,1239 -99,27
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Extremo 1 Extremo 2 Extremo 3
Extremo 4 Extremo 5
Extremo 6 Extremo 7 Extremo 8
Valores nominais
controlador H∞controlador H∞controlador H∞
controlador H∞controlador H∞controlador H∞
controlador H∞controlador H∞controlador H∞
sem controladorsem controladorsem controlador
sem controladorsem controladorsem controlador
sem controladorsem controladorsem controlador
tempo (s)tempo (s)tempo (s)
tempo (s)tempo (s)tempo (s)
tempo (s)tempo (s)tempo (s)
Figura 4.7: Deslocamento relativo da roda apo´s a aplicac¸a˜o de um distu´rbio (obsta´culo).
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A Tabela 4.4 mostra o tempo de estabilizac¸a˜o a` 5% dos sistemas sem controle, com controle
e uma comparac¸a˜o entre esses valores para o deslocamento relativo da roda. Esta comparac¸a˜o
obedece a` equac¸a˜o (4.2). Nota-se que, a partir dos valores desta tabela, que houve uma reduc¸a˜o no
tempo de estabilizac¸a˜o entre 37% e 61%.
Tabela 4.4: Tempo de estabilizac¸a˜o a 5% do deslocamento relativo da roda
Extremo tsc (s) tcc (s) ∆t (%)
1 0,34 0,19 -43,55
2 0,30 0,19 -36,84
3 0,48 0,24 -51,16
4 0,49 0,24 -51,26
5 0,29 0,17 -41,42
6 0,44 0,17 -61,42
7 0,55 0,26 -53,35
8 0,54 0,26 -52,31
Nominal 0,42 0,20 -51,24
A Tabela 4.5 mostra o valor do maior pico do deslocamento relativo das rodas nos sistemas
sem controle, com controle e uma comparac¸a˜o entre esses valores. Esta comparac¸a˜o obedece a`
equac¸a˜o (4.3). Verifica-se que, ale´m da reduc¸a˜o no tempo de estabilizac¸a˜o, houve tambe´m uma
reduc¸a˜o no ma´ximo valor de pico entre 20% e 26%.
A equac¸a˜o (4.8) ilustra o ca´lculo da poteˆncia dada pelo atuador:
Pot = |ux˙1|+ |ux˙2| , (4.8)
onde Pot e´ a poteˆncia necessa´ria para controlar o sistema.
A Figura 4.8 ilustra a poteˆncia necessa´ria para controlar o sistema quando sujeito ao obsta´culo.
E´ possı´vel verificar que o controlador necessita de ate´ 20kW para atenuar a resposta do sistema.
Comparando com o atuador de refereˆncia adotado, a capacidade do atuador projetado e´ compatı´vel.
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Tabela 4.5: Ma´ximo valor do deslocamento relativo da roda
Extremo msc (m) mcc (m) ∆m (%)
1 0,1186 0,0909 -23,35
2 0,1192 0,0908 -23,82
3 0,1244 0,0989 -20,49
4 0,1247 0,0988 -20,76
5 0,1028 0,0765 -25,58
6 0,1034 0,0764 -26,11
7 0,1084 0,0839 -22,60
8 0,1088 0,0838 -22,97
Nominal 0,1143 0,0879 -23,10
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tempo (s)tempo (s)tempo (s)
tempo (s)tempo (s)tempo (s)
tempo (s)tempo (s)tempo (s)
Figura 4.8: Poteˆncia necessa´ria para controlar o sistema quando sujeito ao distu´rbio (obsta´culo).
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4.2 Modelo com 4 graus de liberdade
4.2.1 Aplicac¸a˜o das func¸o˜es de ponderac¸o˜es no modelo
Na sec¸a˜o 3.3, foram apresentadas as matrizes de estado do sistema, as medidas de desem-
penho de desempenho e os sinais de medic¸a˜o do modelo da suspensa˜o com 4 graus de liberdade.
As func¸o˜es de ponderac¸a˜o utilizadas neste trabalho, baseadas no trabalho do Wang [35], foram
mostradas na sec¸a˜o 3.5 e aplicadas a` saı´da de desempenho da acelerac¸a˜o vertical do veı´culo, ao
deslocamento relativo da roda e ao esforc¸o de controle. Segundo o estudo do Wang, estas func¸o˜es
de ponderac¸a˜o satisfizeram as condic¸o˜es de conforto, baseada na faixa de frequ¨eˆncia de maior
sensibilidade humana mostrada na norma ISO 2631 [13], e de seguranc¸a.
Na resposta em frequ¨eˆncia, o modelo de 4 graus de liberdade possui 4 picos. Entretanto,
para este modelo, os valores das amplitudes de dois picos ficaram muito pro´ximos aos valores dos
outros dois picos. Portanto, fica difı´cil visualizar as quatro amplitudes nas Figuras 4.9 e 4.10.
Na Figura 4.9 sa˜o mostradas as 9 possı´veis respostas em frequ¨eˆncia da acelerac¸a˜o vertical do
sistema sem controle (8 delas representam os extremos gerados pelas incertezas e a outra representa
o sistema com valores nominais) quando sujeitas a` excitac¸a˜o da pista e a func¸a˜oWa1 aplicada.
Da Figura 4.9, verifica-se que a func¸a˜o Wa1 pondera com maior intensidade a faixa de
frequ¨eˆncia de 4 a 8Hz e, conforme se afasta dela, diminui-se a ponderac¸a˜o. Espera-se que, ao apli-
car esta func¸a˜o de ponderac¸a˜o, a acelerac¸a˜o vertical do veı´culo seja reduzida quando a excitac¸a˜o
do mesmo for nesta faixa de frequ¨eˆncia.
Na Figura 4.10 sa˜o mostradas as 9 possı´veis respostas em frequ¨eˆncia do deslocamento rela-
tivo da roda do sistema sem controle (8 delas representam os extremos gerados pelas incertezas e
a outra representa o sistema com valores nominais) quando sujeitas a` excitac¸a˜o da pista e a func¸a˜o
Wkhpi aplicada.
Da Figura 4.10, verifica-se que a func¸a˜o de ponderac¸a˜o Wkhpi pondera com maior intensi-
dade a baixa frequ¨eˆncia e com menor intensidade a alta frequ¨eˆncia, procurando fazer com que as
func¸o˜es de transfereˆncia de malha fechada apresentem um comportamento pre´-definido. Portanto,
e´ esperado que o deslocamento relativo da roda seja reduzido quando a excitac¸a˜o do veı´culo for




























Aceleracao vertical do sistema sem controle
Figura 4.9: 9 possı´veis respostas em frequ¨eˆncia da acelerac¸a˜o vertical do veı´culo do sistema sem
controle e func¸a˜o de ponderac¸a˜oWa1 usada para a acelerac¸a˜o.
4.2.2 Resultados obtidos da ana´lise com incertezas no modelo
Com as informac¸o˜es disponı´veis na sec¸a˜o 3.6 foi possı´vel projetar um controladorH∞. Como
descrito anteriormente e da mesma forma que foi feito para o modelo de 2 graus de liberdade,
deseja-se que o controlador H∞ tenha bom desempenho para toda a regia˜o do envelope convexo
associado a`s variac¸o˜es dos paraˆmetros devido a`s incertezas.
Na simulac¸a˜o do modelo de 4 graus de liberdade foi utilizado o pacote Yalmip, com o solver
SeDuMi. Foi usado shift = 10−3. As varia´veis foram definidas pela func¸a˜o sdpvar do Yalmip
toolbox, e o problema de otimizac¸a˜o resolvido pela func¸a˜o solvesdp. As inequac¸o˜es e restric¸o˜es
do problema foram definidas pela func¸a˜o set deste mesmo pacote. O tempo de processamento para
a soluc¸a˜o do problema de otimizac¸a˜o foi de 71 segundos no mesmo computador citado na sec¸a˜o
anterior. Foram realizadas 37 iterac¸o˜es ate´ obter os resultados aqui reportados.
O controlador obtido leva em conta as matrizes de estado (que possuem ordem 8) e a aplicac¸a˜o





































Deslocamento relativo do sistema sem controle
Figura 4.10: 9 possı´veis respostas em frequ¨eˆncia do deslocamento relativo da roda do sistema sem
controle e func¸a˜o de ponderac¸a˜oWkhpi relacionada ao deslocamento relativo da roda.
mando a ordem da matriz e das func¸o˜es de ponderac¸a˜o, e´ possı´vel obter a ordem do controlador
(ordem 13).





−1, 414 −97, 9 −124, 1 95, 94 −79, 34 −2, 049 −7, 247 −33, 38 −120, 3 −148, 1 −26, 48 5, 407 0, 7128
10, 85 −251, 3 441, 8 764, 1 285, 1 −8, 423 152, 4 268, 4 349, 8 128, 3 −37, 01 −6, 092 −6, 33
−38, 18 −332, 2 572, 2 −1433 117, 3 −146, 6 −387, 9 −1220 −635, 2 −609, 1 181, 3 21, 36 20, 25
−40, 32 −271, 8 575, 4 −1548 152, 9 −150, 9 −411, 9 −1280 −679 −635, 2 190, 2 21, 71 21, 56
−7, 986 287, 8 −388, 4 −762 −291, 5 20, 55 −122, 7 −168, 8 −277, 7 −48, 02 28, 86 2, 429 4, 719
−28, 58 −302, 5 600, 8 −954, 7 169, 1 −144, 1 −249, 6 −883, 5 −414, 3 −450, 3 134, 3 14, 63 14, 6
−15, 62 −50, 8 149, 9 −658, 4 −11, 28 −72, 64 −185, 7 −467, 3 −283, 7 −228, 8 70, 82 7, 924 8, 237
15, 47 340, 8 −519, 7 310, 3 −226, 9 90, 92 135, 2 543, 7 197, 2 320, 7 −73, 18 −10, 72 −8, 122
13, 31 121, 4 −275, 1 480, 7 −74, 06 54, 55 129, 2 406 186, 2 193, 5 −66, 85 −6, 198 −6, 714
−10, 79 −123 246, 6 −354, 7 79, 46 −47, 91 −102, 8 −343, 6 −147, 3 −169, 6 61, 39 5, 511 5, 403
8, 539 179, 7 −370, 5 203, 9 −161, 7 52, 68 71, 84 297, 1 53, 51 119 −51, 28 −3, 456 −4, 197
−1, 962 611, 9 1728 −1439 619, 3 −10, 2 19, 77 143, 5 1182 1446 298, 8 −67, 07 −5, 576



























 −0, 2084 −1, 893 3, 721 −7, 375 0, 7848 −0, 8342 −2, 036 −6, 369 −3, 276 −3, 296 0, 9507 0, 1073 0, 1083





Para verificar o desempenho deste controlador, foi avaliado o comportamento do mesmo no
controle das 8 plantas dos 8 extremos correspondentes aos modelos incertos, conforme mostrado
na Tabela 3.5, e no ponto nominal dado na Tabela 3.2.
A Tabela 4.6 apresenta os valores das normasH∞ da func¸a˜o de transfereˆncia entre o distu´rbio
(irregularidade da pista) para os extremos associados a cada paraˆmetro incerto, onde ‖Pzw‖∞ repre-
senta o maior pico da resposta em frequ¨eˆncia do sistema sem controle, ‖Tzw‖∞ representa o maior
pico da resposta em frequ¨eˆncia do sistema com controle e a diferenc¸a percentual∆zw, calculada da
maneira apresentada na equac¸a˜o (4.7).
Verificando os valores da Tabela 4.6, concluı´-se que o controlador reduz em ate´ 40% o valor
da norma H∞ relacionada ao deslocamento relativo da roda, e em ate´ 15% o valor da norma H∞
relacionada a` acelerac¸a˜o vertical do veı´culo.
A resposta em frequ¨eˆncia da acelerac¸a˜o vertical do veı´culo e´ ilustrada na Figura 4.11. E´
possı´vel verificar que o controlador reduz as acelerac¸o˜es entre as frequ¨eˆncias de 4 a 8 Hz.
A resposta em frequ¨eˆncia do deslocamento das rodas em relac¸a˜o ao solo e´ ilustrada na Figura
4.12. E´ possı´vel verificar que, quando comparado com a resposta em frequ¨eˆncia do modelo sem
controlador, o controlador atua de forma a reduzir o maior pico da resposta em frequ¨eˆncia em ate´
40%.
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Tabela 4.6: Valores das normas H∞ de cada crite´rio de desempenho - modelo de 4 graus de liber-
dade.
Desempenho ‖Pzw‖∞ ‖Tzw‖∞ ∆zw
Acelerac¸a˜o vertical do veı´culo no Extremo 1 273,0588 253,2285 -7,26
Acelerac¸a˜o vertical do veı´culo no Extremo 2 375,5133 350,3489 -6,70
Acelerac¸a˜o vertical do veı´culo no Extremo 3 293,2620 252,9006 -13,76
Acelerac¸a˜o vertical do veı´culo no Extremo 4 392,8515 343,6259 -12,53
Acelerac¸a˜o vertical do veı´culo no Extremo 5 205,7424 188,6722 -8,29
Acelerac¸a˜o vertical do veı´culo no Extremo 6 277,4489 255,9140 -7,76
Acelerac¸a˜o vertical do veı´culo no Extremo 7 223,2973 189,3345 -15,20
Acelerac¸a˜o vertical do veı´culo no Extremo 8 299,6887 259,1061 -13,54
Acelerac¸a˜o vertical do veı´culo para Valores Nominais 286,1732 253,2881 -11,49
Deslocamento relativo da roda no Extremo 1 13,3586 7,9786 -40,27
Deslocamento relativo da roda no Extremo 2 12,0845 8,3747 -30,69
Deslocamento relativo da roda no Extremo 3 17,9979 11,2460 -37,51
Deslocamento relativo da roda no Extremo 4 15,9904 11,6020 -27,44
Deslocamento relativo da roda no Extremo 5 14,3602 8,5837 -40,22
Deslocamento relativo da roda no Extremo 6 12,4449 8,9250 -28,28
Deslocamento relativo da roda no Extremo 7 19,3935 11,7852 -39,23
Deslocamento relativo da roda no Extremo 8 16,5838 12,3744 -25,38
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Figura 4.12: Resposta em frequ¨eˆncia do sistema (deslocamento relativo da roda) sem controlador e com controlador H∞ projetado.
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3
A Figura 4.13 representa o comportamento da acelerac¸a˜o vertical do veı´culo apo´s o mesmo
passar pelo obsta´culo. Concluı´-se que a acelerac¸a˜o vertical do veı´culo e´ reduzida para o sistema
controlado.
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sem controladorsem controladorsem controlador
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sem controladorsem controladorsem controlador
Figura 4.13: Acelerac¸a˜o vertical do veı´culo apo´s a aplicac¸a˜o de um distu´rbio (obsta´culo).
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A Tabela 4.7 mostra o tempo de estabilizac¸a˜o a` 5%, calculado da maneira como mostrada
na sec¸a˜o 4.1.1, dos sistemas sem controle, com controle e a comparac¸a˜o entre esses valores. A
forma desta comparac¸a˜o e´ mostrada pela equac¸a˜o (4.2). O tempo de estabilizac¸a˜o do sistema com
controle foi maior em todos os extremos.
Tabela 4.7: Tempo de estabilizac¸a˜o a 5% da acelerac¸a˜o vertical do veı´culo
Extremo tsc (s) tcc (s) ∆t (%)
1 0,94 1,29 37,40
2 0,81 1,18 46,76
3 1,30 1,48 13,73
4 1,13 1,35 19,42
5 1,00 1,36 36,22
6 0,86 1,28 48,34
7 1,38 1,48 7,203
8 1,19 1,30 9,366
Nominal 0,93 1,48 58,56
A Tabela 4.8 mostra o valor do maior pico da acelerac¸a˜o vertical dos sistemas sem controle,
com controle e a comparac¸a˜o entre esses valores. Esta e´ feita de acordo com a equac¸a˜o (4.3). Com
essa tabela e´ possı´vel concluir que, apesar do aumento do tempo de estabilizac¸a˜o nos extremos, o
valor do maior pico do sistema com controle e´ ate´ 70% menor que o maior pico do sistema sem
controle em todos os extremos. Portanto, o controlador projetado e´ capaz de melhorar o conforto
dos passageiros.
A Figura 4.14 representa o comportamento do deslocamento relativo entre as rodas e a pista
ao passar pelo obsta´culo. Verifica-se que no sistema com controle ocorre a reduc¸a˜o dos picos ao
longo do tempo.
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1 18,8792 7,1797 -61,97
2 25,0183 7,8603 -68,58
3 17,0975 6,2459 -63,46
4 22,7282 6,8187 -69,99
5 16,3585 6,3185 -61,37
6 21,6718 6,9364 -67,99
7 14,8715 5,5299 -62,81
8 19,7717 6,0499 -69,40
Nominal 19,3316 6,6538 -65,58
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tempo (s)tempo (s)tempo (s)
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tempo (s)tempo (s)tempo (s)
Figura 4.14: Deslocamento relativo das rodas apo´s aplicar um distu´rbio (obsta´culo).
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A Tabela 4.9 mostra o tempo de estabilizac¸a˜o a` 5%, calculado da maneira como mostrada
na sec¸a˜o 4.1.1, dos sistemas sem controle, com controle e a comparac¸a˜o entre esses valores para o
deslocamento relativo das rodas. A forma desta comparac¸a˜o e´ mostrada pela equac¸a˜o (4.2). Nota-se
uma reduc¸a˜o no tempo de estabilizac¸a˜o entre 4% e 11%.
Tabela 4.9: Tempo de estabilizac¸a˜o a 5% do deslocamento relativo das rodas.
Extremo tsc (s) tcc (s) ∆t (%)
1 1,83 1,76 -3,79
2 1,62 1,55 -4,43
3 1,89 1,73 -8,32
4 1,97 1,78 -9,49
5 1,97 1,76 -10,70
6 1,94 1,78 -8,54
7 1,92 1,76 -8,39
8 1,93 1,75 -9,20
Nominal 1,92 1,75 -8,85
A Tabela 4.10 mostra o valor do maior pico deslocamento relativo das rodas dos sistemas sem
controle, com controle e a comparac¸a˜o entre esses valores. Esta e´ feita de acordo com a equac¸a˜o
(4.3). Nota-se que, ale´m da reduc¸a˜o do tempo de estabilizac¸a˜o, o maior valor da resposta temporal
tambe´m foi reduzido em todos os extremos em ate´ 50%.
A equac¸a˜o (4.12) ilustra o ca´lculo da poteˆncia na roda dianteira do modelo:
Potf =
∣∣∣uf (x˙1 + aθ˙)∣∣∣+ |uf x˙2| , (4.12)
onde Potf e´ a poteˆncia necessa´ria no atuador dianteiro para controlar o sistema. Ja´ a equac¸a˜o (4.13)
ilustra o ca´lculo da poteˆncia na roda traseira do modelo:
Pott =
∣∣∣ut (x˙1 − bθ˙)∣∣∣+ |utx˙3| , (4.13)
onde Pott e´ a poteˆncia necessa´ria no atuador traseiro para controlar o sistema.
89
Tabela 4.10: Ma´ximo valor do deslocamento relativo das rodas
Extremo msc (m) mcc (m) ∆m (%)
1 0,3632 0,2138 -41,13
2 0,4478 0,2221 -50,40
3 0,3355 0,2067 -38,39
4 0,4160 0,2096 -49,61
5 0,3281 0,2071 -36,87
6 0,4085 0,2099 -48,61
7 0,3079 0,2075 -32,60
8 0,3849 0,2098 -45,49
Nominal 0,3704 0,2082 -43,79
A Figura 4.15 ilustra a poteˆncia necessa´ria na suspensa˜o dianteira para controlar o sistema
quando sujeito a um distu´rbio (obsta´culo). E´ possı´vel verificar que cada controlador necessita de,
aproximadamente, 50kW para atenuar a resposta do sistema quando sujeito ao obsta´culo. Compa-
rando com o atuador de refereˆncia adotado, a capacidade do atuador projetado devera´ ser maior que
a capacidade do atuador de refereˆncia. Isto tambe´m pode ser verificado na Figura 4.16, que ilustra
a poteˆncia necessa´ria na suspensa˜o traseira para controlar o sistema quando sujeito a um distu´rbio
(obsta´culo). Uma proposta para diminuir a poteˆncia necessa´ria para atenuar as respostas do sistema
quando sujeito ao obsta´culo sera´ apresentada na sec¸a˜o 4.2.3.
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tempo (s)tempo (s)tempo (s)
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Figura 4.15: Poteˆncia necessa´ria na suspensa˜o dianteira necessa´rio para controlar o sistema quando sujeito ao distu´rbio (obsta´culo).
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tempo (s)tempo (s)tempo (s)
tempo (s)tempo (s)tempo (s)
tempo (s)tempo (s)tempo (s)
Figura 4.16: Poteˆncia necessa´ria na suspensa˜o traseira necessa´rio para controlar o sistema quando sujeito ao distu´rbio (obsta´culo).
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4.2.3 Reprojetando o controlador limitando a poteˆncia necessa´ria em 20 kW
Na sec¸a˜o 4.2.2 foi possı´vel identificar que a poteˆncia necessa´ria para controlar as respostas
do sistema quando sujeito ao obsta´culo foi maior que a poteˆncia do atuador de refereˆncia adotado.
Na tentativa de diminuir essa poteˆncia, multiplicou-se a func¸a˜o de ponderac¸a˜o Wu por um fator
krp, como mostra a equac¸a˜o (4.14):
Wurp = krpWu, (4.14)
onde:
• Wurp e´ a nova func¸a˜o de ponderac¸a˜o usada no sistema;
• krp e´ um nu´mero real que multiplica a func¸a˜o de ponderac¸a˜o proposta na sec¸a˜o 3.5, aumen-
tando assim a ponderac¸a˜o para o esforc¸o de controle.
Apo´s algumas tentativas, foi possı´vel verificar que utilizando krp = 7, 5 a poteˆncia necessa´ria
para controlar o sistema na˜o ultrapassa os 20 kW quando o sistema esta´ sujeito ao mesmo obsta´culo
definido na sec¸a˜o anterior. As Figuras 4.17 e 4.18 ilustram o comportamento da poteˆncia quando o
veı´culo passa por este obsta´culo. As poteˆncias necessa´rias foram calculadas com base nas equac¸o˜es
(4.12) e (4.13).
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tempo (s)tempo (s)tempo (s)
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Figura 4.17: Poteˆncia necessa´ria na suspensa˜o dianteira necessa´rio para controlar o sistema quando sujeito ao distu´rbio (obsta´culo).
9
4








































































Extremo 1 Extremo 2 Extremo 3
Extremo 4 Extremo 5














































































































tempo (s)tempo (s)tempo (s)
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Figura 4.18: Poteˆncia necessa´ria na suspensa˜o traseira necessa´rio para controlar o sistema quando sujeito ao distu´rbio (obsta´culo).
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O controlador obtido possui a mesma ordem do controlador obtido na sec¸a˜o anterior (ordem









































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































  ; (4.17
)
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ATabela 4.11 apresenta os valores das normasH∞ da func¸a˜o de transfereˆncia entre o distu´rbio
(irregularidade da pista) para os extremos associados a cada paraˆmetro incerto, calculada da ma-
neira apresentada na equac¸a˜o (4.7).
Tabela 4.11: Valores das normas H∞ de cada crite´rio de desempenho - modelo de 4 graus de
liberdade.
Desempenho ‖Pzw‖∞ ‖Tzw‖∞ ∆zw
Acelerac¸a˜o vertical do veı´culo no Extremo 1 273,0588 996,8137 265,05
Acelerac¸a˜o vertical do veı´culo no Extremo 2 375,5133 2331,777 520,96
Acelerac¸a˜o vertical do veı´culo no Extremo 3 293,2620 972,2152 231,52
Acelerac¸a˜o vertical do veı´culo no Extremo 4 392,8515 739,7756 88,31
Acelerac¸a˜o vertical do veı´culo no Extremo 5 205,7424 1127,881 448,20
Acelerac¸a˜o vertical do veı´culo no Extremo 6 277,4489 2238,021 706,64
Acelerac¸a˜o vertical do veı´culo no Extremo 7 223,2973 879,1715 293,72
Acelerac¸a˜o vertical do veı´culo no Extremo 8 299,6887 747,4173 149,40
Acelerac¸a˜o vertical do veı´culo para Valores Nominais 286,1732 4646,42 1523,64
Deslocamento relativo da roda no Extremo 1 13,3586 31,0580 132,49
Deslocamento relativo da roda no Extremo 2 12,0845 52,7988 336,91
Deslocamento relativo da roda no Extremo 3 17,9979 30,5437 69,71
Deslocamento relativo da roda no Extremo 4 15,9904 18,4246 15,22
Deslocamento relativo da roda no Extremo 5 14,3602 35,1761 144,96
Deslocamento relativo da roda no Extremo 6 12,4449 47,8892 284,81
Deslocamento relativo da roda no Extremo 7 19,3935 27,7561 43,12
Deslocamento relativo da roda no Extremo 8 16,5838 20,8283 25,59
Deslocamento relativo da roda para Valores Nominais 15,4889 120,5271 678,15
Verificando os valores da Tabela 4.11, concluı´-se que o controlador na˜o reduz os valores
das normas H∞ relacionadas ao deslocamento relativo da roda e a` acelerac¸a˜o vertical do veı´culo.
Entretanto, o comportamento da normaH∞ relacionada a` acelerac¸a˜o vertical do veı´culo e´ reduzida
na faixa de frequ¨eˆncia de 4 a 8 Hz, como mostrado na Figura 4.19. Isso acontece pois as func¸o˜es
99
de ponderac¸a˜o utilizadas priorizam a reduc¸a˜o da norma na faixa de frequ¨eˆncia recomendada pela
norma ISO 2631.
Comparando a resposta em frequ¨eˆncia do deslocamento das rodas em relac¸a˜o ao solo dos
sistemas com controlador e sem controlador, foi possı´vel verificar que o controlador na˜o reduz o
pico da resposta em frequ¨eˆncia. A resposta em frequ¨eˆncia e´ reduzida apenas entre as frequ¨eˆncias
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A Figura 4.21 representa o comportamento da acelerac¸a˜o vertical do veı´culo apo´s o mesmo
passar pelo mesmo obsta´culo definido no inı´cio deste capı´tulo. Nota-se que a reduc¸a˜o da acelerac¸a˜o
vertical do veı´culo ao longo do tempo foi menor que a reduc¸a˜o ilustrada pela Figura 4.13.
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A Tabela 4.12 mostra o tempo de estabilizac¸a˜o a` 5%, calculado da maneira como mostrada
na sec¸a˜o 4.1.1, dos sistemas sem controle, com controle e a comparac¸a˜o entre esses valores. A
forma desta comparac¸a˜o e´ mostrada pela equac¸a˜o (4.2). O tempo de estabilizac¸a˜o do sistema com
controle foi maior em todos os extremos.
Tabela 4.12: Tempo de estabilizac¸a˜o a 5% da acelerac¸a˜o vertical do veı´culo
Extremo tsc (s) tcc (s) ∆t (%)
1 0,94 1,94 105,55
2 0,81 1,88 131,97
3 1,31 1,99 51,85
4 1,14 1,97 73,33
5 1,00 1,98 97,54
6 0,86 1,99 130,18
7 1,38 2,31 67,23
8 1,20 1,98 65,26
Nominal 0,93 1,96 109,73
A Tabela 4.13 mostra o valor do maior pico da acelerac¸a˜o vertical dos sistemas sem controle,
com controle e a comparac¸a˜o entre esses valores. Esta e´ feita de acordo com a equac¸a˜o (4.3). Com
essa tabela e´ possı´vel concluir que, apesar do aumento do tempo de estabilizac¸a˜o nos extremos, o
valor do maior pico do sistema com controle e´ ate´ 49% menor que o maior pico do sistema sem
controle em todos os extremos.
A Figura 4.22 representa o comportamento do deslocamento relativo entre as rodas e a pista
ao passar pelo obsta´culo.
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1 18,8792 11,3413 -39,92
2 25,0183 13,2726 -46,94
3 17,0975 10,0266 -41,35
4 22,7282 11,6975 -48,53
5 16,3585 9,9480 -39,18
6 21,6718 11,6606 -46,19
7 14,8715 8,8375 -40,57
8 19,7717 10,3263 -47,77
Nominal 19,3316 10,9069 -43,57
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A Tabela 4.14 mostra o tempo de estabilizac¸a˜o a` 5%, calculado da maneira como mostrada
na sec¸a˜o 4.1.1, dos sistemas sem controle, com controle e a comparac¸a˜o entre esses valores para o
deslocamento relativo das rodas. A forma desta comparac¸a˜o e´ mostrada pela equac¸a˜o (4.2). Nota-se
na˜o houve reduc¸a˜o no tempo de estabilizac¸a˜o em todos os casos.
Tabela 4.14: Tempo de estabilizac¸a˜o a 5% do deslocamento relativo das rodas.
Extremo tsc (s) tcc (s) ∆t (%)
1 1,8314 2,2246 21,46
2 1,6253 1,9547 20,26
3 1,8906 2,3238 22,91
4 1,9723 1,9929 1,04
5 1,9721 2,4177 22,59
6 1,9486 1,9801 1,61
7 1,9233 2,2766 18,37
8 1,9369 2,3133 19,43
Nominal 1,9294 2,3256 20,53
A Tabela 4.15 mostra o valor do maior pico deslocamento relativo das rodas dos sistemas sem
controle, com controle e a comparac¸a˜o entre esses valores. Esta e´ feita de acordo com a equac¸a˜o
(4.3). Nota-se que, ale´m da reduc¸a˜o do tempo de estabilizac¸a˜o, o maior valor da resposta temporal
tambe´m foi reduzido em todos os extremos em ate´ 37%.
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Tabela 4.15: Ma´ximo valor do deslocamento relativo das rodas
Extremo msc (m) mcc (m) ∆m (%)
1 0,3632 0,2639 -27,34
2 0,4478 0,2883 -35,61
3 0,3355 0,2394 -28,64
4 0,4160 0,2615 -37,13
5 0,3281 0,2439 -25,66
6 0,4085 0,2709 -33,68
7 0,3079 0,2205 -28,38
8 0,3849 0,2498 -35,10
8 0,3704 0,2552 -31,10
4.3 Modelo com 7 graus de liberdade
4.3.1 Aplicac¸a˜o das func¸o˜es de ponderac¸o˜es no modelo
Na sec¸a˜o 3.4 sa˜o apresentadas as matrizes de estados do sistema, os paraˆmetros de desempe-
nho e os sinais de controle. As func¸o˜es de ponderac¸a˜o utilizadas neste trabalho foram mostradas
na sec¸a˜o 3.5 e aplicadas na acelerac¸a˜o vertical do veı´culo, no deslocamento relativo das rodas e no
esforc¸o de controle.
Na resposta em frequ¨eˆncia, o modelo de 7 graus de liberdade possui 7 picos de amplitudes.
Entretanto, para este modelo, os valores das amplitudes de quatro picos ficaram muito pro´ximos
aos valores de dois picos, e apenas um dos sete picos possuiu valor distinto. Portanto, fica difı´cil
visualizar os sete picos nas Figuras 4.23 e 4.24.
Na Figura 4.23 sa˜o mostradas as 9 possı´veis respostas em frequ¨eˆncia da acelerac¸a˜o vertical do
sistema sem controle (8 delas representam os extremos gerados pelas incertezas e a outra representa
o sistema com valores nominais) quando sujeitas a` excitac¸a˜o da pista e a func¸a˜oWa1 e´ mostrada no
sentido de ilustrar a regia˜o de frequ¨eˆncia de maior interesse. Salienta-se que a func¸a˜o de ponderac¸a˜o





























Aceleracao vertical do sistema sem controle
Figura 4.23: 9 possı´veis respostas em frequ¨eˆncia da acelerac¸a˜o vertical do veı´culo do sistema sem
controle e func¸a˜o de ponderac¸a˜oWa1 usada para a acelerac¸a˜o.
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Da Figura 4.23, verifica-se que a func¸a˜o Wa1 pondera com maior intensidade a faixa de
frequ¨eˆncia de 4 a 8 Hz (20 a 25rad/s) e, conforme se afasta dela, a ponderac¸a˜o e´ diminuida. Da
mesma forma que nos modelos de 2 e 4 graus de liberdade, espera-se que, ao aplicar esta func¸a˜o
de ponderac¸a˜o, a acelerac¸a˜o vertical do veı´culo seja reduzida nesta faixa de frequ¨eˆncia.
Na Figura 4.24 sa˜o mostradas as 9 possı´veis respostas em frequ¨eˆncia do deslocamento rela-
tivo da roda do sistema sem controle (8 delas representam os extremos gerados pelas incertezas e































Deslocamento relativo do sistema sem controle
Figura 4.24: 9 possı´veis respostas em frequ¨eˆncia do deslocamento relativo da roda do sistema sem
controle e func¸a˜o de ponderac¸a˜oWkhpi relacionada ao deslocamento relativo da roda.
Da Figura 4.24, verifica-se que a func¸a˜o de ponderac¸a˜oWkhpi pondera commaior intensidade
a baixa frequ¨eˆncia e com menor intensidade a alta frequ¨eˆncia, procurando fazer com que as func¸o˜es
de transfereˆncia de malha fechada apresentem um comportamento pre´-definido.
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4.3.2 Resultados obtidos da ana´lise com incertezas no modelo
Com as informac¸o˜es disponı´veis na sec¸a˜o 3.6 foi possı´vel projetar um controladorH∞. Como
descrito anteriormente, deseja-se que o controlador H∞ tenha bom desempenho para toda a regia˜o
do envelope convexo associado a`s variac¸o˜es dos paraˆmetros devido a`s incertezas.
Na simulac¸a˜o do modelo de 7 graus de liberdade foi utilizado o pacote Yalmip, com o solver
SeDuMi. Foi utilizado shift = 10−6. As varia´veis foram definidas pela func¸a˜o sdpvar do Yalmip
toolbox, e o problema de otimizac¸a˜o resolvido pela func¸a˜o solvesdp. As inequac¸o˜es e restric¸o˜es do
problema foram definidas pela func¸a˜o set deste mesmo pacote. O tempo para soluc¸a˜o do problema
de otimizac¸a˜o foi de 115 segundos em um computador com processador Core(TM)2 Duo CPU
T7250 de 2.00GHz, com 2 GB de memo´ria RAM. Foram realizadas 35 iterac¸o˜es ate´ obter os
resultados aqui reportados.
O controlador obtido leva em conta as matrizes de estado (que possuem ordem 14) e a
aplicac¸a˜o das func¸o˜es de ponderac¸a˜o Wa1, Wθ¨ e Wϕ¨ (que possuem ordem 2) e Wkhpi (que pos-
sui ordem 1). Somando a ordem da matriz e das func¸o˜es de ponderac¸a˜o, e´ possı´vel obter a ordem
do controlador (ordem 21).










−1, 239 26, 23 9, 683 −130, 8 −233, 6 −129, 2 152, 5 −215, 5 218, 3 −48, 18 45, 31
1, 942 −148, 2 −33, 47 438, 6 162, 6 59, 49 −610, 6 622, 5 −1110 119, 9 −224, 8
1, 1 −98, 35 −70, 39 410 −17, 83 189, 6 −327, 8 422, 7 −751, 1 53, 59 −151, 3
−0, 2783 27, 11 70, 75 −627, 5 549, 4 −552, 8 −33, 96 −282, 7 559, 1 54, 43 109, 5
3, 159 −270, 3 −163, 9 1313 −24, 98 569, 2 −1195 1475 −2639 207, 3 −526, 1
−4, 456 375 211, 1 −1732 −97, 37 −627, 3 1748 −1996 3574 −308, 1 713
−1, 399 115, 8 145, 8 −1296 605, 8 −1056 304, 3 −858, 7 1541 7, 374 305, 4
1, 515 −103, 1 −46, 11 291, 7 −2, 11 −54, 62 −472, 6 440, 2 −899, 6 84 −181, 8
−0, 8579 71, 26 16, 77 −186 −380, 6 0, 2536 435, 2 −406, 9 542, 1 −110, 8 110, 6
−5, 233 319, 3 140, 3 −881, 8 −67, 27 152, 1 1461 −1373 2800 −265, 4 568
3, 591 −297, 8 −88, 8 590, 8 762, 8 −328, 6 −1585 1336 −2370 345, 2 −476, 9
0, 02996 −0, 03651 −0, 01527 0, 1762 0, 2162 0, 1305 −0, 2014 0, 2597 −0, 3148 0, 05442 −0, 0647
−0, 04334 −0, 02781 −0, 01629 0, 1683 0, 093 0, 1207 −0, 1369 0, 1945 −0, 2657 0, 03156 −0, 0542
0, 04482 −0, 03419 −0, 01324 0, 1467 0, 2037 0, 1051 −0, 1871 0, 2353 −0, 289 0, 05131 −0, 05932
−0, 04407 −0, 03972 −0, 02185 0, 2189 0, 1387 0, 1532 −0, 1945 0, 2696 −0, 3726 0, 04595 −0, 07601
−0, 002008 0, 0001006 1, 97E − 05 −0, 01636 −0, 02876 −0, 02214 0, 008563 −0, 01623 −3, 51E − 05 −0, 003701 0, 0001357
−0, 0008372 0, 004585 0, 001804 −0, 04439 −0, 06552 −0, 045 0, 03722 −0, 05362 0, 03855 −0, 01172 0, 008262
−0, 8823 −8, 61 −8, 036 −1828 −3523 −2716 840, 9 −1884 −85, 54 −422, 8 15, 67
−0, 5886 −12, 56 −7, 547 −1251 −2301 −1802 561, 2 −1220 −113, 8 −273, 3 −1, 278
−0, 02157 0, 7951 0, 4824 76, 52 142, 4 111, 3 −34, 15 75, 25 7, 197 16, 87 0, 1081











141, 3 −115, 9 132, 8 −197, 1 1, 722 −4, 683 −16, 75 0, 1003 −0, 02695 −0, 1368
−17, 01 −20, 26 −27, 35 −18, 97 1, 451 1, 002 62, 5 −7, 963 −0, 635 0, 9972
−11, 97 −13, 53 −19, 11 −12, 57 1, 05 0, 5419 40, 61 −5, 408 −0, 4259 0, 6866
10, 36 10, 14 15, 74 8, 429 −0, 6317 −0, 9206 −23, 54 4, 513 0, 3477 −0, 5357
−40, 76 −46, 72 −65, 2 −43, 56 3, 596 2, 026 142, 8 −18, 23 −1, 507 2, 377
54, 53 63, 22 87, 52 59, 29 −4, 889 −2, 632 −195, 4 24, 66 2, 031 −3, 205
26, 43 27, 66 41, 05 24, 32 −1, 942 −1, 84 −75, 95 11, 25 0, 922 −1, 44
−17, 4 −11, 77 −25, 94 −9, 203 1, 573 −0, 2971 48, 58 −7, 052 −0, 4385 0, 8033
4, 72 12, 49 10, 04 14, 16 −0, 8798 −0, 07171 −35, 58 2, 649 0, 311 −0, 4903
60, 16 30, 27 86, 6 18, 93 −5, 072 1, 539 −150, 8 21, 92 1, 283 −2, 473
−18, 05 −54, 53 −41, 14 −63, 01 3, 914 −0, 1697 138, 6 −15, 72 −1, 286 2, 087
−6, 227 78, 28 3, 161 −2, 428 0, 9769 −5, 3 0, 04743 0, 06262 1, 308 −0, 3113
−38, 54 0, 8238 −7, 583 −14, 25 12, 5 −30, 28 −0, 008354 0, 03319 0, 5927 0, 5827
−4, 787 −2, 803 −4, 373 76, 78 −2, 708 8, 374 0, 00754 −0, 0468 −0, 9258 0, 1003
−7, 436 −6, 141 −46, 38 −4, 013 −8, 381 19, 92 0, 04407 −0, 01581 −0, 2073 −0, 4445
−15, 29 −21, 55 8, 153 17, 84 −17, 45 55, 22 −0, 005441 −0, 1326 −2, 574 −0, 3003
−8, 782 −8, 786 5, 203 7, 702 −16, 25 23, 81 4, 72E − 05 −0, 06227 −1, 193 −0, 2528
0, 07119 9, 419 5, 995 14, 94 −2, 217 4, 11 −66, 46 −16, 22 0, 02352 −0, 3571
27, 92 −23, 87 31, 92 −33, 45 −3, 135 7, 532 −45, 49 −12, 29 −0, 339 −0, 2074
−431, 1 −600, 5 228, 4 499, 5 −506, 9 1340 2, 555 −2, 803 −69, 17 −6, 862














































−0, 004347 0, 2843 0, 1518 −1, 221 −0, 1636 −0, 3968 1, 298 −1, 48 2, 642 −0, 2378 0, 5339
−0, 004347 0, 2843 0, 1518 −1, 221 −0, 1636 −0, 3968 1, 298 −1, 48 2, 642 −0, 2378 0, 5339
−0, 004347 0, 2843 0, 1518 −1, 221 −0, 1636 −0, 3968 1, 298 −1, 48 2, 642 −0, 2378 0, 5339






0, 04057 0, 04882 0, 0653 0, 04576 −0, 003427 −0, 002538 −0, 1461 0, 0191 0, 001527 −0, 002389
0, 04057 0, 04882 0, 0653 0, 04576 −0, 003427 −0, 002538 −0, 1461 0, 0191 0, 001527 −0, 002389
0, 04057 0, 04882 0, 0653 0, 04576 −0, 003427 −0, 002538 −0, 1461 0, 0191 0, 001527 −0, 002389






Para verificar o desempenho deste controlador, foi avaliado o comportamento do mesmo no
controle das 8 plantas dos 8 extremos correspondentes aos modelos incertos, conforme mostrado
na Tabela 3.6, e no ponto nominal dado na Tabela 3.3.
A Tabela 4.16 apresenta os valores das normasH∞ da func¸a˜o de transfereˆncia entre o distu´rbio
(irregularidade da pista) para os extremos associados a cada paraˆmetro incerto, onde ‖Pzw‖∞ repre-
senta o maior pico da resposta em frequ¨eˆncia do sistema sem controle, ‖Tzw‖∞ representa o maior
pico da resposta em frequ¨eˆncia do sistema com controle e a diferenc¸a percentual ∆zw, calculada
usando a equac¸a˜o (4.7).
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Tabela 4.16: Valores das normas H∞ de cada crite´rio de desempenho - modelo de 7 graus de
liberdade.
Desempenho ‖Pzw‖∞ ‖Tzw‖∞ ∆zw
Acelerac¸a˜o vertical do veı´culo no Extremo 1 137,7412 122,9619 -10,73
Acelerac¸a˜o vertical do veı´culo no Extremo 2 184,5110 164,1289 -11,05
Acelerac¸a˜o vertical do veı´culo no Extremo 3 149,1064 122,3047 -17,97
Acelerac¸a˜o vertical do veı´culo no Extremo 4 200,5213 163,0506 -18,69
Acelerac¸a˜o vertical do veı´culo no Extremo 5 104,3938 89,0391 -14,71
Acelerac¸a˜o vertical do veı´culo no Extremo 6 142,7781 118,0138 -17,34
Acelerac¸a˜o vertical do veı´culo no Extremo 7 113,3876 90,2841 -20,38
Acelerac¸a˜o vertical do veı´culo no Extremo 8 153,9370 119,5145 -22,36
Acelerac¸a˜o vertical do veı´culo para Valores Nominais 142,8086 120,6176 -15,54
Deslocamento relativo da roda no Extremo 1 36,5223 18,8606 -48,36
Deslocamento relativo da roda no Extremo 2 42,1637 22,8400 -45,83
Deslocamento relativo da roda no Extremo 3 47,5697 24,3358 -48,84
Deslocamento relativo da roda no Extremo 4 54,0561 24,6931 -54,32
Deslocamento relativo da roda no Extremo 5 41,0630 20,5692 -49,91
Deslocamento relativo da roda no Extremo 6 47,3826 20,4257 -56,89
Deslocamento relativo da roda no Extremo 7 53,9280 26,1821 -51,45
Deslocamento relativo da roda no Extremo 8 61,3501 26,5447 -56,73
Deslocamento relativo da roda para Valores Nominais 45,8712 22,2206 -51,56
Verificando os valores da Tabela 4.16, concluı´-se que o controlador reduz de 11% a 22% a
norma H∞ relacionada a` acelerac¸a˜o vertical do veı´culo, e de 46% a 57% a norma H∞ relacionada
ao deslocamento relativo das rodas.
A resposta em frequ¨eˆncia da acelerac¸a˜o vertical do veı´culo e´ ilustrada na Figura 4.25. E´
possı´vel verificar que o controlador reduz as acelerac¸o˜es entre as frequ¨eˆncias de 4 a 8 Hz. O pico
dos valores singulares foi a uma frequ¨eˆncia acima dos 8 Hz.
A resposta em frequ¨eˆncia do deslocamento relativo das 4 rodas em relac¸a˜o ao solo e´ ilustrada
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na Figura 4.26. E´ possı´vel verificar que, quando comparado com a resposta em frequ¨eˆncia do






































































































acelerac¸a˜o vertical no extremo 1 acelerac¸a˜o vertical no extremo 2 acelerac¸a˜o vertical no extremo 3
acelerac¸a˜o vertical no extremo 4 acelerac¸a˜o vertical no extremo 5
acelerac¸a˜o vertical no extremo 6 acelerac¸a˜o vertical no extremo 7 acelerac¸a˜o vertical no extremo 8
acelerac¸a˜o vertical para valores nominais
sem controladorsem controladorsem controlador
sem controladorsem controladorsem controlador
sem controladorsem controladorsem controlador
controlador H∞controlador H∞controlador H∞
controlador H∞controlador H∞controlador H∞
controlador H∞controlador H∞controlador H∞
Frequ¨eˆncia (rad/s)Frequ¨eˆncia (rad/s)Frequ¨eˆncia (rad/s)
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deslocamento relativo no extremo 1 deslocamento relativo no extremo 2 deslocamento relativo no extremo 3
deslocamento relativo no extremo 4 deslocamento relativo no extremo 5
deslocamento relativo no extremo 6 deslocamento relativo no extremo 7 deslocamento relativo no extremo 8
deslocamento relativo para valores nominais
sem controladorsem controladorsem controlador
sem controladorsem controladorsem controlador
sem controladorsem controladorsem controlador
controlador H∞controlador H∞controlador H∞
controlador H∞controlador H∞controlador H∞
controlador H∞controlador H∞controlador H∞
Frequ¨eˆncia (rad/s)Frequ¨eˆncia (rad/s)Frequ¨eˆncia (rad/s)
Frequ¨eˆncia (rad/s)Frequ¨eˆncia (rad/s)Frequ¨eˆncia (rad/s)


























































































































A Figura 4.27 representa o comportamento da acelerac¸a˜o vertical do veı´culo apo´s o mesmo
passar de maneira inclinada pelo obsta´culo definido no inı´cio deste capı´tulo, com um aˆngulo de 70o
em relac¸a˜o ao obsta´culo. Concluı´-se que o controlador reduz a acelerac¸a˜o vertical do veı´culo.
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Extremo 4 Extremo 5
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A Tabela 4.17 mostra o tempo de estabilizac¸a˜o a` 5% dos sistemas sem controle e com con-
trole, calculado da maneira como mostrada na sec¸a˜o 4.1.1, dos sistemas sem controle, com controle
e a comparac¸a˜o entre esses valores. A forma desta comparac¸a˜o e´ mostrada pela equac¸a˜o (4.2). A
partir desta tabela e´ possı´vel concluir que na˜o ha´ reduc¸a˜o do tempo de estabilizac¸a˜o em todos os
extremos.
Tabela 4.17: Tempo de estabilizac¸a˜o a 5% da acelerac¸a˜o vertical do veı´culo
Extremo tsc (s) tcc (s) ∆t (%)
1 1,34 2,66 99,69
2 0,88 3,00 239,25
3 1,77 2,99 68,70
4 1,54 3,00 95,18
5 1,45 2,63 81,83
6 1,25 3,00 139,46
7 2,22 3,00 34,55
8 1,93 3,00 55,78
Nominal 1,34 2,99 122,04
A Tabela 4.18 mostra o valor do maior pico da acelerac¸a˜o vertical dos sistemas sem controle,
com controle e a comparac¸a˜o entre esses valores. Esta e´ feita de acordo com a equac¸a˜o (4.3).
Com essa tabela e´ possı´vel concluir que, apesar do aumento do tempo de estabilizac¸a˜o em todos
os extremos, o valor do maior pico do sistema com controle e´ ate´ 90% menor que o maior pico
do sistema sem controle. Portanto, o controlador projetado pode ser considerado eficiente para
melhorar o conforto dos passageiros.
A Figura 4.28 representa o comportamento do deslocamento relativo das 4 rodas e a pista
quando o veı´culo passa pelo obsta´culo. Verifica-se que, no sistema com controle, ocorre uma
reduc¸a˜o dos picos ao longo do tempo.
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1 10,9927 1,6683 -84,82
2 14,5415 1,7626 -87,88
3 10,0478 1,3592 -86,47
4 13,3432 1,4275 -89,30
5 9,6367 1,3520 -85,97
6 12,7617 1,1259 -91,18
7 8,8600 1,1059 -87,52
8 11,7592 1,1885 -89,89
Nominal 11,3697 1,4241 -87,47
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sem controladorsem controladorsem controlador
sem controladorsem controladorsem controlador








































































































































tempo (s)tempo (s)tempo (s)
tempo (s)tempo (s)tempo (s)
tempo (s)tempo (s)tempo (s)




A Tabela 4.19 mostra o tempo de estabilizac¸a˜o a` 5%, calculado da maneira como mostrada
na sec¸a˜o 4.1.1, dos sistemas sem controle, com controle e a comparac¸a˜o entre esses valores para o
deslocamento relativo das rodas. A forma desta comparac¸a˜o e´ mostrada pela equac¸a˜o (4.2). Nota-se
uma reduc¸a˜o no tempo de estabilizac¸a˜o entre 2% e 32%.
Tabela 4.19: Tempo de estabilizac¸a˜o a 5% do deslocamento relativo das 4 rodas.
Extremo tsc (s) tcc (s) ∆t (%)
1 2,35 1,63 -30,59
2 2,03 1,99 -2,01
3 2,53 1,99 -21,52
4 2,73 2,50 -8,49
5 2,82 1,94 -31,04
6 2,45 2,24 -8,38
7 2,90 2,24 -22,57
8 2,87 2,55 -11,03
Nominal 2,62 2,02 -22,85
A Tabela 4.20 mostra o valor do maior pico do deslocamento relativo das 4 rodas dos sistemas
sem controle, com controle e a comparac¸a˜o entre esses valores. Esta e´ feita de acordo com a
equac¸a˜o (4.3). Nota-se que, ale´m da reduc¸a˜o do tempo de estabilizac¸a˜o, o maior valor da resposta
temporal tambe´m foi reduzido em todos os extremos em ate´ 46%.
A equac¸a˜o (4.25) ilustra o ca´lculo da poteˆncia necessa´ria na roda traseira esquerda:
Potte =
∣∣∣ute (x˙1 + bθ˙ + rϕ˙)∣∣∣+ |utex˙2| , (4.25)
onde Potte e´ a poteˆncia necessa´ria no atuador traseiro esquerdo. A equac¸a˜o (4.26) ilustra o ca´lculo
da poteˆncia necessa´ria na roda dianteira esquerda:
Potfe =
∣∣∣ufe (x˙1 − aθ˙ + rϕ˙)∣∣∣+ |ufex˙3| , (4.26)
onde Potfe e´ a poteˆncia necessa´ria no atuador dianteiro esquerdo. A equac¸a˜o (4.27) ilustra o
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Tabela 4.20: Ma´ximo valor do pico do deslocamento relativo das 4 rodas
Extremo msc (m) mcc (m) ∆m (%)
1 1,2396 0,8098 -34,67
2 1,4237 0,8110 -43,04
3 1,1330 0,7314 -35,45
4 1,3083 0,7325 -44,01
5 1,0852 0,7012 -35,39
6 1,2666 0,7046 -44,37
7 1,0104 0,6446 -36,20
8 1,1839 0,6474 -45,32
Nominal 1,1999 0,7252 -39,56
ca´lculo da poteˆncia necessa´ria na roda dianteira direita:
Potfd =
∣∣∣ufd (x˙1 − aθ˙ − rϕ˙)∣∣∣+ |ufdx˙4| , (4.27)
onde Potfd e´ a poteˆncia necessa´ria no atuador dianteiro direito. A equac¸a˜o (4.28) ilustra o ca´lculo
da poteˆncia necessa´ria na roda traseira direita:
Pottd =
∣∣∣utd (x˙1 + bθ˙ − rϕ˙)∣∣∣+ |utdx˙5| , (4.28)
onde Pottd e´ a poteˆncia necessa´ria no atuador traseiro direito.
As Figuras 4.29, 4.30, 4.31 e 4.32 ilustram, respectivamente, as poteˆncias necessa´rias nas
suspenso˜es traseira esquerda, dianteira esquerda, dianteira direita e traseira direita para controlar
o sistema quando sujeito a um distu´rbio (obsta´culo). E´ possı´vel verificar que os controladores
necessitam de ate´, aproximadamente, 70kW para atenuar a resposta do sistema quando sujeito a`
lombada. Comparando com o atuador de refereˆncia adotado, a capacidade do atuador projetado e´
maior que a capacidade do atuador de refereˆncia adotado. Uma proposta para diminuir a poteˆncia
necessa´ria sera´ mostrada na sec¸a˜o 4.3.3.
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4.3.3 Reprojetando o controlador limitando a poteˆncia necessa´ria em 20 kW
Na sec¸a˜o 4.3.2 foi possı´vel identificar que a poteˆncia necessa´ria para controlar as respostas
do sistema quando sujeito ao obsta´culo foi maior que a poteˆncia do atuador de refereˆncia adotado.
Na tentativa de diminuir essa poteˆncia, multiplicou-se a func¸a˜o de ponderac¸a˜o Wu por um fator
krp, como mostra a equac¸a˜o (4.14), aumentando assim a poderac¸a˜o dada ao esforc¸o de controle.
Apo´s algumas tentativas, foi possı´vel verificar que utilizando krp = 10 a poteˆncia necessa´ria
para controlar o sistema na˜o ultrapassa os 20 kW quando o sistema esta´ sujeito ao mesmo obsta´culo
definido na sec¸a˜o anterior. As Figuras 4.33, 4.34, 4.35 e 4.36 ilustram o comportamento da poteˆncia
quando o veı´culo passa por este obsta´culo. As poteˆncias necessa´rias foram calculadas com base
nas equac¸o˜es (4.25), (4.26), (4.27) e (4.28).
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O controlador obtido possui a mesma ordem do controlador obtido na sec¸a˜o anterior (ordem










−0, 6312 4, 779 0, 7295 60, 8 −97, 81 −3, 991 3, 828 −31, 35 24, 72 −13, 88 1, 499
−1, 235 −38, 51 12, 76 −82, 54 114 −57, 11 −84, 94 29, 2 −120, 5 21, 37 −6, 767
−1, 127 −22, 78 −38, 75 55, 49 −47, 82 114, 9 32, 37 18, 18 −72, 06 −13, 65 −1, 327
1, 49 −33, 05 45, 57 −392 509, 2 −548, 2 −299, 3 4, 567 17, 92 100, 7 −9, 219
−4, 456 −8, 165 −53, 43 83, 9 −120, 7 309, 1 53, 74 70, 48 −276 −25, 53 −5, 536
5, 809 21, 48 62, 06 −76, 58 26, 72 −279 66, 22 −103, 7 386, 6 5, 371 10, 87
3, 261 −43, 69 78, 85 −577, 8 627, 2 −934 −443, 9 −26, 02 105, 2 145 −10, 88
−1, 087 −13, 48 −8, 185 −59, 35 65, 5 −63, 95 −81, 56 13, 24 −91, 08 16, 34 −4, 612
0, 6233 19, 76 −4, 891 163 −210, 9 175, 8 136, 3 −48, 69 77, 36 −47, 15 6, 767
2, 764 43, 54 23, 7 216, 7 −248, 4 202, 6 249, 2 −45, 2 312, 9 −54, 04 22, 95
−2, 996 −70, 16 7, 401 −520, 4 624, 7 −607, 2 −483 84, 05 −315, 9 136, 8 −23, 96
0, 02907 −0, 005425 −0, 002415 −0, 05214 0, 08715 0, 005591 −0, 01055 0, 03031 −0, 03514 0, 01278 −0, 001919
−0, 04483 −0, 001099 −0, 005158 −0, 001771 0, 01925 0, 0437 0, 01416 0, 01766 −0, 02621 0, 0001558 −0, 0008625
0, 04425 −0, 005746 −0, 001542 −0, 05797 0, 0909 −0, 004127 −0, 01423 0, 0286 −0, 0331 0, 01384 −0, 001929
−0, 04461 −0, 002476 −0, 006309 −0, 01473 0, 04118 0, 04979 0, 01417 0, 02513 −0, 03669 0, 002773 −0, 00126
−0, 0009458 3, 69.10−5 1, 041.10−5 0, 001021 −0, 004272 −0, 002304 −0, 0003468 −0, 003047 0, 0006125 −0, 0007462 6, 254.10−5
−0, 0002068 0, 0007601 0, 000227 0, 007681 −0, 01588 −0, 002014 0, 001672 −0, 007173 0, 004576 −0, 002585 0, 000325
−1, 282 −0, 3062 −2, 058 180, 5 −617, 5 −372, 1 −166, 4 −357, 5 −12, 9 −83, 23 4, 013
−1, 016 −1, 658 −1, 271 75, 65 −351, 4 −232, 3 −91, 47 −223, 7 −16, 99 −49, 96 1, 438
0, 03505 0, 1006 0, 08633 −5, 095 22, 28 14, 59 5, 956 13, 94 1, 062 3, 123 −0, 09608











137, 1 −123 129, 3 −201, 1 0, 302 −0, 9183 −3, 253 −0, 8904 −0, 3257 0, 03693
0, 05156 0, 2821 0, 1267 0, 3103 −0, 1454 −0, 1058 5, 344 0, 5783 0, 01746 −0, 0226
−0, 3106 0, 5331 −0, 2165 0, 7129 −0, 09165 −0, 1242 1, 412 0, 5269 0, 01763 −0, 01459
1, 177 −1, 052 1, 162 −1, 899 0, 0975 −0, 07591 6, 519 −0, 5568 −0, 01285 0, 008368
−0, 1921 2, 168 0, 4185 2, 546 −0, 3273 −0, 3778 6, 61 2, 308 0, 03802 −0, 05803
−0, 1843 −2, 659 −1, 038 −2, 89 0, 4366 0, 5455 −11, 81 −3, 06 −0, 04897 0, 0798
1, 804 −2, 191 1, 6 −3, 535 0, 2288 0, 01454 6, 149 −1, 477 −0, 03004 0, 0284
−4, 237 4, 544 −3, 794 6, 852 −0, 06066 −0, 4893 3, 853 0, 5015 0, 05506 −0, 02493
−3, 625 2, 614 −3, 647 4, 697 0, 04705 0, 1769 −6, 02 −0, 5701 0, 003913 0, 01249
20, 13 −20, 14 18, 5 −31, 18 0, 1503 1, 766 −12, 72 −1, 166 −0, 2234 0, 08241
17, 09 −12, 79 16, 98 −22, 62 −0, 1843 −0, 9186 19, 26 1, 79 0, 003133 −0, 05616
−7, 129 77, 37 3, 715 −1, 611 0, 1456 −3, 598 0, 02957 0, 06043 1, 232 −0, 3317
−49, 79 −9, 803 −0, 781 −4, 828 1, 644 −8, 331 −0, 01742 −0, 01593 −0, 3715 0, 3162
−2, 345 −0, 6642 −5, 861 74, 88 −0, 3737 3, 682 −0, 01045 −0, 0344 −0, 7231 0, 1583
0, 1356 1, 322 −50, 9 −10, 58 −1, 09 5, 121 0, 0194 0, 02125 0, 4499 −0, 2681
1, 016 −5, 941 −1, 675 4, 023 −1, 75 23, 39 −0, 01345 −0, 05864 −1, 173 0, 08341
−0, 742 −1, 104 0, 3563 0, 9012 −8, 511 8, 142 −0, 001286 −0, 02599 −0, 5042 −0, 06325
−4, 211 3, 372 −4, 192 6, 69 −0, 228 1, 393 −16, 91 −0, 0357 −0, 06633 −0, 007169
27, 84 −25, 76 25, 94 −39, 9 −0, 371 2, 529 −15, 01 −0, 9656 −0, 2304 0, 01516
25, 76 −163, 4 −46, 52 113, 2 −67, 29 449, 7 0, 4489 −1, 436 −29, 98 3, 887














































0, 003227 0, 02055 0, 04001 0, 01597 −0, 06452 −0, 1308 0, 04082 −0, 06576 0, 2621 −0, 003445 0, 01061
0, 003227 0, 02055 0, 04001 0, 01597 −0, 06452 −0, 1308 0, 04082 −0, 06576 0, 2621 −0, 003445 0, 01061
0, 003227 0, 02055 0, 04001 0, 01597 −0, 06452 −0, 1308 0, 04082 −0, 06576 0, 2621 −0, 003445 0, 01061






−0, 0003481 −0, 000414 −0, 0005093 −0, 0003868 0, 0003477 0, 0001955 −0, 009063 −0, 001491 −3, 844.10−5 5, 241.10−5
−0, 0003481 −0, 000414 −0, 0005093 −0, 0003868 0, 0003477 0, 0001955 −0, 009063 −0, 001491 −3, 844.10−5 5, 241.10−5
−0, 0003481 −0, 000414 −0, 0005093 −0, 0003868 0, 0003477 0, 0001955 −0, 009063 −0, 001491 −3, 844.10−5 5, 241.10−5







ATabela 4.21 apresenta os valores das normasH∞ da func¸a˜o de transfereˆncia entre o distu´rbio
(irregularidade da pista) para os extremos associados a cada paraˆmetro incerto, calculada da ma-
neira apresentada na equac¸a˜o (4.7).
Tabela 4.21: Valores das normas H∞ de cada crite´rio de desempenho - modelo de 7 graus de
liberdade.
Desempenho ‖Pzw‖∞ ‖Tzw‖∞ ∆zw
Acelerac¸a˜o vertical do veı´culo no Extremo 1 137,7412 128,6923 -6,60
Acelerac¸a˜o vertical do veı´culo no Extremo 2 184,5110 172,8417 -6,32
Acelerac¸a˜o vertical do veı´culo no Extremo 3 149,1064 130,4840 -12,49
Acelerac¸a˜o vertical do veı´culo no Extremo 4 200,5213 173,1765 -13,64
Acelerac¸a˜o vertical do veı´culo no Extremo 5 104,3938 95,6576 -8,37
Acelerac¸a˜o vertical do veı´culo no Extremo 6 142,7781 127,5318 -10,68
Acelerac¸a˜o vertical do veı´culo no Extremo 7 113,3876 98,8459 -12,82
Acelerac¸a˜o vertical do veı´culo no Extremo 8 153,9370 130,2913 -15,36
Acelerac¸a˜o vertical do veı´culo para Valores Nominais 142,8086 128,3533 -10,12
Deslocamento relativo da roda no Extremo 1 36,5223 18,5711 -49,15
Deslocamento relativo da roda no Extremo 2 42,1637 20,9287 -50,36
Deslocamento relativo da roda no Extremo 3 47,5697 21,9788 -53,80
Deslocamento relativo da roda no Extremo 4 54,0561 24,5001 -54,67
Deslocamento relativo da roda no Extremo 5 41,0630 19,0054 -53,72
Deslocamento relativo da roda no Extremo 6 47,3826 21,5552 -54,51
Deslocamento relativo da roda no Extremo 7 53,9280 22,7027 -57,91
Deslocamento relativo da roda no Extremo 8 61,3501 25,4145 -58,57
Deslocamento relativo da roda para Valores Nominais 45,8712 21,2892 -53,59
Verificando os valores da Tabela 4.21, concluı´-se que o controlador reduz de 7% a 15% a
norma H∞ relacionada a` acelerac¸a˜o vertical do veı´culo. Comparando as reduc¸o˜es da norma da
Tabela 4.16 com as reduc¸o˜es da Tabela 4.21 apenas para a acelerac¸a˜o vertical do veı´culo, verifica-
se uma maior reduc¸a˜o da norma quando a poteˆncia na˜o foi limitada em 20 kW. Ja´ a norma norma
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H∞ relacionada ao deslocamento relativo das rodas foi reduzida entre 49% a 59%. Comparando as
reduc¸o˜es da norma da Tabela 4.21 com as reduc¸o˜es da norma da Tabela 4.16 para o deslocamento
relativo das rodas, pode-se dizer que as diferenc¸as sa˜o pequenas.
A resposta em frequ¨eˆncia da acelerac¸a˜o vertical do veı´culo em func¸a˜o do distu´rbio e´ ilustrada
na Figura 4.37. E´ possı´vel verificar que o controlador reduz pouco as amplitudes das acelerac¸o˜es
entre as frequ¨eˆncias de 4 a 8 Hz quando comparadas com as amplitudes das acelerac¸o˜es da Figura
4.25.
A resposta em frequ¨eˆncia do deslocamento das rodas em relac¸a˜o ao solo e´ ilustrada na Figura
4.38. E´ possı´vel verificar que, quando comparado com a resposta em frequ¨eˆncia do modelo sem



























































































From: wfd  To: a1
acelerac¸a˜o vertical no extremo 1 acelerac¸a˜o vertical no extremo 2 acelerac¸a˜o vertical no extremo 3
acelerac¸a˜o vertical no extremo 4 acelerac¸a˜o vertical no extremo 5
acelerac¸a˜o vertical no extremo 6 acelerac¸a˜o vertical no extremo 7 acelerac¸a˜o vertical no extremo 8
acelerac¸a˜o vertical para valores nominais
sem controladorsem controladorsem controlador
sem controladorsem controladorsem controlador
sem controladorsem controladorsem controlador
controlador H∞controlador H∞controlador H∞
controlador H∞controlador H∞controlador H∞



















































































































































































































From: wtd  To: khpi
deslocamento relativo no extremo 1 deslocamento relativo no extremo 2 deslocamento relativo no extremo 3
deslocamento relativo no extremo 4 deslocamento relativo no extremo 5
deslocamento relativo no extremo 6 deslocamento relativo no extremo 7 deslocamento relativo no extremo 8
deslocamento relativo para valores nominais
sem controladorsem controladorsem controlador
sem controladorsem controladorsem controlador
sem controladorsem controladorsem controlador
controlador H∞controlador H∞controlador H∞
controlador H∞controlador H∞controlador H∞


























































































































A Figura 4.39 representa o comportamento da acelerac¸a˜o vertical do veı´culo apo´s o mesmo
passar pelo mesmo obsta´culo definido no inı´cio deste capı´tulo. Nota-se que a reduc¸a˜o da acelerac¸a˜o
vertical do veı´culo ao longo do tempo foi menor que a reduc¸a˜o ilustrada pela Figura 4.27.
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A Tabela 4.22 mostra o tempo de estabilizac¸a˜o a` 5%, calculado da maneira como mostrada
na sec¸a˜o 4.1.1, dos sistemas sem controle, com controle e a comparac¸a˜o entre esses valores. A
forma desta comparac¸a˜o e´ mostrada pela equac¸a˜o (4.2). Houve reduc¸a˜o do tempo de estabilizac¸a˜o
do sistema com controle em todos os extremos.
Tabela 4.22: Tempo de estabilizac¸a˜o a 5% da acelerac¸a˜o vertical do veı´culo
Extremo tsc (s) tcc (s) ∆t (%)
1 1,34 0,46 -65,63
2 0,88 0,47 -47,05
3 1,77 0,56 -68,46
4 1,54 0,56 -63,31
5 1,44 0,52 -63,94
6 1,25 0,53 -57,69
7 2,22 0,64 -71,25
8 1,92 0,64 -66,62
Nominal 1,34 0,49 -63,28
A Tabela 4.23 mostra o valor do maior pico da acelerac¸a˜o vertical dos sistemas sem controle,
com controle e a comparac¸a˜o entre esses valores. Esta e´ feita de acordo com a equac¸a˜o (4.3). Com
essa tabela e´ possı´vel concluir que, apesar do aumento do tempo de estabilizac¸a˜o nos extremos, o
valor do maior pico do sistema com controle e´ ate´ 31% menor que o maior pico do sistema sem
controle em todos os extremos.
A Figura 4.40 representa o comportamento do deslocamento relativo entre as rodas e a pista
ao passar pelo obsta´culo.
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1 10,9927 8,379 -23,78
2 14,5415 10,262 -29,43
3 10,0478 7,5753 -24,61
4 13,3432 9,2738 -30,50
5 9,6367 7,4302 -22,90
6 12,7617 9,1273 -28,48
7 8,86 6,7267 -24,08
8 11,7592 8,2432 -29,90
Nominal 11,3697 8,3709 -26,38
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Extremo 1 Extremo 2 Extremo 3
Extremo 4 Extremo 5
Extremo 6 Extremo 7 Extremo 8
Valores nominais
controlador H∞controlador H∞controlador H∞
controlador H∞controlador H∞controlador H∞
controlador H∞controlador H∞controlador H∞
sem controladorsem controladorsem controlador
sem controladorsem controladorsem controlador
sem controladorsem controladorsem controlador
tempo (s)tempo (s)tempo (s)
tempo (s)tempo (s)tempo (s)
tempo (s)tempo (s)tempo (s)




A Tabela 4.24 mostra o tempo de estabilizac¸a˜o a` 5%, calculado da maneira como mostrada
na sec¸a˜o 4.1.1, dos sistemas sem controle, com controle e a comparac¸a˜o entre esses valores para o
deslocamento relativo das rodas. A forma desta comparac¸a˜o e´ mostrada pela equac¸a˜o (4.2). Nota-
se a reduc¸a˜o no tempo de estabilizac¸a˜o em todos os casos foi maior quando comparada a` reduc¸a˜o
obtida na Tabela 4.19.
Tabela 4.24: Tempo de estabilizac¸a˜o a 5% do deslocamento relativo das rodas.
Extremo tsc (s) tcc (s) ∆t (%)
1 2,35 0,52 -77,82
2 2,03 0,62 -69,64
3 2,53 0,69 -72,90
4 2,73 0,95 -65,14
5 2,82 0,53 -81,16
6 2,45 0,70 -71,37
7 2,90 0,96 -66,81
8 2,87 1,25 -56,37
Nominal 2,62 0,66 -74,72
A Tabela 4.25 mostra o valor do maior pico deslocamento relativo das rodas dos sistemas sem
controle, com controle e a comparac¸a˜o entre esses valores. Esta e´ feita de acordo com a equac¸a˜o
(4.3). Nota-se que, ale´m da reduc¸a˜o do tempo de estabilizac¸a˜o, o maior valor da resposta temporal
tambe´m foi reduzido em todos os extremos em ate´ 20%. Entretanto, a reduc¸a˜o obtida nesta tabela
e´ menor quando comparada com a reduc¸a˜o obtida na Tabela 4.20.
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Tabela 4.25: Ma´ximo valor do deslocamento relativo das rodas
Extremo msc (m) mcc (m) ∆m (%)
1 1,2396 1,0834 -12,60
2 1,4237 1,1592 -18,58
3 1,133 0,9802 -13,49
4 1,3083 1,0482 -19,88
5 1,0852 0,9541 -12,08
6 1,2666 1,0392 -17,95
7 1,0104 0,8788 -13,02
8 1,1839 0,9555 -19,29
Nominal 1,1999 1,0135 -15,53
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Capı´tulo 5
Concluso˜es e sugesto˜es para pro´ximos
trabalhos
Nesse trabalho foi realizado o projeto de controladores para modelos de suspenso˜es ativas
usando te´cnicas de controle H∞. Os modelos de suspenso˜es veiculares com 2, 4 e 7 graus de
liberdade foram usados, comparando os resultados simulados do caso da suspensa˜o passiva (sem
controlador) com a situac¸a˜o da suspensa˜o ativa (com controlador). O projeto do controlador le-
vou em conta func¸o˜es de ponderac¸a˜o, para contemplar a distribuic¸a˜o de frequ¨eˆncia dos crite´rios
de desempenho adotados. Considerou-se tambe´m as incertezas de modelagem, tendo em vista as
variac¸o˜es da massa do veı´culo, amortecimento da suspensa˜o e rigidez do pneu. O problema foi
abordado segundo o ponto de vista das desigualdades matriciais lineares e o tratamento das incer-
tezas parame´tricas usou o conceito da estabilidade quadra´tica. Foram verificadas as respostas si-
muladas em frequ¨eˆncia e no tempo (para o comportamento do veı´culo ao passar por um obsta´culo).
Para a soluc¸a˜o nume´rica do problema, foi utilizado o software MATLAB 7.4 com dois pacotes de
otimizac¸a˜o que permitem resolver problemas baseados em desigualdades matriciais lineares: Yal-
mip e Sedumi.
Considerando as incertezas de modelagem e as func¸o˜es de ponderac¸o˜es aplicadas nos treˆs
modelos de suspenso˜es existentes, foi possı´vel obter controladores que atenuassem a acelerac¸a˜o
vertical do veı´culo (paraˆmetro relacionado com o conforto dos passageiros) e o deslocamento rela-
tivo das rodas (paraˆmetro relacionado com a seguranc¸a dos passageiros).
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Apo´s verificar as respostas do modelo de 2 graus de liberdade controlado nos 8 ve´rtices e no
ponto nominal, constatou-se uma reduc¸a˜o de 45% da norma H∞ do sistema com controle quando
comparada com o valor da norma do sistema sem controle. Ale´m disso, foi possı´vel verificar uma
melhora na norma H∞ relacionada a` acelerac¸a˜o vertical do veı´culo.
Aplicando um sinal que representa um obsta´culo neste modelo, foi possı´vel verificar que o
tempo de estabilizac¸a˜o a 5% para a acelerac¸a˜o vertical do veı´culo na˜o foi reduzido em todos os
casos. Pore´m, o pico da resposta temporal da acelerac¸a˜o foi reduzido em quase 100%. Ale´m
disso, foi possı´vel notar que, com a aplicac¸a˜o deste sinal, o tempo de estabilizac¸a˜o a 5% para
o deslocamento relativo da roda foi reduzido entre 37% e 61%, aproximadamente, e o pico da
resposta tambe´m foi reduzido entre 20% e 26%.
As mesmas simulac¸o˜es foram feitas para o modelo de 4 graus de liberdade. Verificou-se que,
apo´s simular as respostas do modelo com e sem controlador nos 8 ve´rtices e no ponto nominal, a
norma H∞ relacionada com o deslocamento relativo das rodas foi reduzida entre 25% e 41%, e a
norma H∞ relacionada com a acelerac¸a˜o vertical do veı´culo foi reduzida entre 6% e 16%. A partir
da Figura 5.11, foi possı´vel notar que o controlador atenua apenas o primeiro pico das respostas em
frequ¨eˆncia.
Ao simular este modelo passando pelo obsta´culo, foi possı´vel verificar que na˜o houve reduc¸a˜o
do tempo de estabilizac¸a˜o a 5% para a acelerac¸a˜o vertical do veı´culo. Pore´m, o ma´ximo valor
dessa resposta temporal foi reduzida entre 60% e 70%. O tempo de estabilizac¸a˜o a 5% para o
deslocamento relativo das rodas foi reduzido entre 4% e 11%, e o ma´ximo valor dessa resposta
temporal foi reduzida entre 32% e 51%. A poteˆncia necessa´ria para obter esse resultado foi de,
aproximadamente, 50 kW.
Ao limitar a poteˆncia do controlador em 20 kW deste modelo, verificou-se que houve um
aumento na norma H∞ relacionada com a acelerac¸a˜o vertical do veı´culo e com o deslocamento
relativo das rodas. Pore´m, as normas do sistema sem controle sa˜o reduzidas entre as frequ¨eˆncias
de 1 a 11 Hz, que abrange a faixa de 4 a 8 Hz estabelecida pela norma ISO 2631 para a acelerac¸a˜o
vertical do veı´culo. Quando o modelo fica sujeito ao obsta´culo, verifica-se um aumento no tempo
de estabilizac¸a˜o e uma reduc¸a˜o no ma´ximo valor da resposta temporal tanto para a acelerac¸a˜o
vertical do veı´culo quanto para o deslocamento relativo das rodas. Entretanto, a reduc¸a˜o do ma´ximo
valor da resposta temporal obtida nesta simulac¸a˜o foi menor que a reduc¸a˜o obtida utilizando um
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controlador de 50 kW.
Estendendo o estudo para o modelo de 7 graus de liberdade, o controlador projetado para o
modelo de 7 graus de liberdade melhorou as 9 possı´veis respostas dos sistemas apo´s as simulac¸o˜es.
Verificou-se que, apo´s simular as respostas do modelo com e sem controlador nos 8 extremos e no
ponto nominal, a reduc¸a˜o da norma H∞ relacionada com o deslocamento relativo das rodas foi de
46% a 57%, e da norma H∞ relacionada com a acelerac¸a˜o vertical do veı´culo foi de 11% a 22%.
Simulando este modelo passando pelo obsta´culo, foi possı´vel verificar que o tempo de estabilizac¸a˜o
a 5% para a acelerac¸a˜o vertical do veı´culo aumentou em todos os extremos. Entretanto, o ma´ximo
valor dessa resposta temporal foi reduzido entre 84% e 92%. O tempo de estabilizac¸a˜o a 5% para
o deslocamento relativo das rodas foi reduzido entre 2% e 32%, e o ma´ximo valor dessa resposta
temporal foi reduzida entre 34% e 46%. A poteˆncia necessa´ria para este controle foi de 60 kW.
Ao limitar a poteˆncia do controlador em 20 kW deste modelo, verificou-se que houve um
reduc¸a˜o na norma H∞ relacionada com a acelerac¸a˜o vertical do veı´culo entre 7% e 15% e uma
reduc¸a˜o da normaH∞ relacionada com o deslocamento relativo das rodas entre 49% e 59%. Pore´m,
a reduc¸a˜o dessa norma para a acelerac¸a˜o vertical do veı´culo foi menor que a reduc¸a˜o obtida uti-
lizando um controlador de 70 kW. Quando este modelo fica sujeito ao obsta´culo, verifica-se uma
reduc¸a˜o no tempo de estabilizac¸a˜o e no ma´ximo valor da resposta temporal tanto para a acelerac¸a˜o
vertical do veı´culo quanto para o deslocamento relativo das rodas. Entretanto, a reduc¸a˜o obtida
nesta simulac¸a˜o foi menor que a reduc¸a˜o obtida utilizando o controlador anterior.
Baseado nos resultados reportados, conclui-se que o me´todo de controle H∞, quando apli-
cado nos modelos existentes de suspensa˜o ativa, melhora a acelerac¸a˜o vertical do veı´culo e o
deslocamento das rodas em relac¸a˜o a` pista, cujos desempenhos esta˜o associados ao conforto e a`
seguranc¸a dos passageiros, respectivamente, mesmo quando o sistema esta´ sujeito a` variac¸a˜o dos
valores da massa, rigidez e amortecimento, definindo assim a robustez do controlador obtido. Isso
aconteceu grac¸as a` inclusa˜o das func¸o˜es de ponderac¸a˜o nos sistemas, pois sem elas na˜o foi possı´vel
obter um resultado satisfato´rio.
As desilgualdades matriciais lineares (LMI) foram usadas neste trabalho devido a` sua flexibi-
lidade para inclusa˜o de novas restric¸o˜es. Como os modelos simulados com as suspenso˜es projetadas
tiveram um comportamento satisfato´rio, conclui-se que este me´todo e´ via´vel para a utilizac¸a˜o nos
modelos de suspenso˜es ativa.
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O presente trabalho analisou o comportamento da acelerac¸a˜o vertical do veı´culo para os mo-
delos em estudo. Fica como sugesta˜o para pro´ximos trabalhos a ana´lise de qual acelerac¸a˜o, vertical
ou angular, para os modelos de 4 e 7 graus de liberdade seria mais adequada como medida de
desempenho.
Ale´m disso, as te´cnicas de controle H2 e H2/H∞ sa˜o tambe´m alternativas para a abordagem
deste problema. Portanto, para pro´ximos trabalhos, seria interessante verificar o comportamento do
controlador H2 e controlador H2/H∞, projetado tambe´m por LMI, nas simulac¸o˜es aqui efetuadas.
Outra proposta seria a construc¸a˜o de um proto´tipo para experimentos em bancada, comparando e
validando os dados experimentais com os dados obtidos das simulac¸o˜es.
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Anexo A - Deduc¸a˜o das equac¸o˜es dinaˆmicas
dos modelos
Modelo com 2 graus de liberdade






c1 (x˙1 − x˙2)
c1 (x˙1 − x˙2)
k1 (x1 − x2)
k1 (x1 − x2)
k2 (x2 − w)
u
u
Figura 5.1: Diagrama de corpo livre do modelo de 2 graus de liberdade (hipo´tese x1 > x2 > w)
Nesta figura tem-se:
• u e´ a forc¸a que o atuador exerce;
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• w e´ o deslocamento proveniente do distu´rbio devido a`s irregularidades da pista;
Baseado no diagrama de corpo livre, e na segunda lei de Newton, pode-se escrever as equac¸o˜es
dinaˆmicas para a massam1:
m1x¨1 + c1x˙1 − c1x˙2 + k1x1 − k1x2 = u.
Aplicando a segunda lei de Newton para a massam2 tem-se:
m2x¨2 + c1x˙2 − c1x˙1 + (k1 + k2)x2 − k1x1 = k2w − u.



























































0 0 1 0





























































x1 corresponde ao deslocamento vertical do veı´culo;
x2 corresponde ao deslocamento vertical da roda;
x3 corresponde a` velocidade vertical do veı´culo, ou seja x˙1;
x4 corresponde a` velocidade vertical da roda, ou seja x˙2.
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Modelo com 4 graus de liberdade
Da mesma forma que no modelo de dois graus de liberdade, utiliza-se o diagrama de corpo
livre e a segunda lei de Newton para determinar as equac¸o˜es de movimento do sistema. O diagrama
de corpo livre e´ dado pela Figura 5.2.
k1f (x1 − x2 + aθ)
k1f (x1 − x2 + aθ)
c1f (x˙1 − x˙2 + aθ˙)
c1f (x˙1 − x˙2 + aθ˙)
k1t(x1 − x3 − bθ)
k1t(x1 − x3 − bθ)
c1t(x˙1 − x˙3 − bθ˙)
















Figura 5.2: Diagrama de corpo livre para o modelo de 4 graus de liberdade (hipo´tese x1 > x2 > wf
e x1 > x3 > wt) e pequenas deflexo˜es angulares.
Nesta figura tem-se:
• uf e ut sa˜o as forc¸as que os atuadores exercem;
• wf e wd sa˜o os deslocamentos provenientes dos distu´rbios devido a`s irregularidades da pista.
Baseado na Figura 5.2, pode-se escrever as equac¸o˜es dinaˆmicas do sistema. Para a massam1
e´ possı´vel aplicar a segunda lei de Newton, obtendo duas equac¸o˜es dinaˆmicas:
ufb− uta = Iθ¨ − (−c1tb+ c1fa)x˙1 + c1fax˙2 − c1tbx˙3 − (c1fa2 + c1tb2)θ˙+
−(−k1tb+ k1fa)x1 + k1fax2 − k1tbx3 − (k1fa2 + k1tb2)θ;
ut + uf = m1x¨1 + (c1f + c1t)x˙1 − c1f x˙2 − c1tx˙3 + (−c1tb+ c1fa)θ˙
+(k1f + k1t)x1 − k1fx2 − k1tx3 + (−k1tb+ k1fa)θ.
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Aplicando a segunda lei de Newton para a massam2, tem-se:
k2wf − uf = m2x¨2 + c1f x˙2 − c1f x˙1 − c1faθ˙
+(k1f + k2)x2 − k1fx1 − k1faθ.
Fazendo o mesmo procedimento para a massam3, tem-se:
k2wt − ut = m3x¨3 + c1tx˙3 − c1tx˙1 + c1tbθ˙
+(k1t + k2)x3 − k1tx1 + k1tbθ.
Colocando as equac¸o˜es na forma matricial, tem-se:


m1 0 0 0
0 m2 0 0
0 0 m3 0
















c1f + c1t −c1f −c1t c1fa− c1tb
−c1f c1f 0 −c1fa
−c1t 0 c1t c1tb
















k1f + k1t −k1f −k1t k1fa− k1tb
−k1f k1f + k2 0 −k1fa
−k1t 0 k1t + k2 k1tb










































0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0























































































































x1 corresponde ao deslocamento vertical do veı´culo;
x2 corresponde ao deslocamento vertical da roda dianteira;
x3 corresponde ao deslocamento vertical da roda traseira;
x4 corresponde ao deslocamento angular do veı´culo, ou seja θ;
x5 corresponde a` velocidade vertical do veı´culo, ou seja x˙1;
x6 corresponde a` velocidade vertical da roda dianteira, ou seja x˙2;
x7 corresponde a` velocidade vertical da roda traseira, ou seja x˙3;
x8 corresponde a` velocidade angular do veı´culo, ou seja θ˙.
Modelo com 7 graus de liberdade
Da mesma forma que nos modelos anteriores, utilizou-se o diagrama de corpo livre e a se-
gunda lei de Newton para determinar as equac¸o˜es de movimento do sistema. O diagrama de corpo
livre para o modelo de sete graus de liberdade e´ dado pela Figura 5.3.
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k1f (x1 + aθ − rϕ− x4)
k1f (x1 + aθ − rϕ− x4)
c1f (x˙1 + aθ˙ − rϕ˙− x˙4)
c1f (x˙1 + aθ˙ − rϕ˙− x˙4)
k1f (x1 + aθ + rϕ− x3)
k1f (x1 + aθ + rϕ− x3)
c1f (x˙1 + aθ˙ − rϕ˙− x˙3)
c1f (x˙1 + aθ˙ − rϕ˙− x˙3)
k1t(x1 − bθ − rϕ− x5)
k1t(x1 − bθ − rϕ− x5)
c1t(x˙1 − bθ˙ − rϕ˙− x˙5)
c1t(x˙1 − bθ˙ − rϕ˙− x˙5)
k1t(x1 − bθ + rϕ− x2)
k1t(x1 − bθ + rϕ− x2)
c1t(x˙1 − bθ˙ + rϕ˙− x˙2)
c1t(x˙1 − bθ˙ + rϕ˙− x˙2)




























• ute, ufe, ufd e utd sa˜o forc¸as que os atuadores exercem;
• wte, wfe, wfd e wtd sa˜o deslocamentos devido a`s irregularidades da pista.
Baseado na Figura 5.3, pode-se escrever as equac¸o˜es dinaˆmicas do sistema. Para a massam1
e´ possı´vel aplicar a segunda lei de Newton, obtendo treˆs equac¸o˜es:
uteb+ utdb− ufea− ufda = Iθ¨ + (2c1fa− 2c1tb)x˙1 + c1tbx˙2 − c1fax˙3+
−c1fax˙4 + c1tbx˙5 + (2c1fa2 + 2c1tb2)θ˙+
+(2k1fa− 2k1tb)x1 + k1tbx2 − k1fax3+
−k1fax4 + k1tbx5 + (2k1fa2 + 2k1tb2)θ;
uter − utdr + ufer − ufdr = Jϕ¨− c1trx˙2 − c1frx˙3 + c1frx˙4 + c1trx˙5 + (2c1f + 2c1t) r2ϕ˙+
−k1trx2 − k1frx3 + k1frx4 + k1trx5 + (2k1f + 2k1t) r2ϕ;
ute + ufe + ufd + utd = m1x¨1 + (2c1f + 2c1t) x˙1 − c1tx˙2 − c1f x˙3 − c1f x˙4 − c1tx˙5+
+(2c1fa− 2c1tb)θ˙ + (2k1f + 2k1t)x1 − k1tx2 − k1fx3 − k1fx4−
+k1tx5 + (2k1fa− 2k1tb)θ.
Aplicando a segunda lei de Newton para a massam2, tem-se:
−ute + k2wte = m2x¨2 − c1tx˙1 + c1tx˙2 + c1tbθ˙ − c1trϕ˙+
−k1tx1 + (k1t + k2)x2 + k1tbθ − k1trϕ.
Aplicando a segunda lei de Newton para a massam3, tem-se:
−ufe + k2wfe = m3x¨3 − c1f x˙1 + c1f x˙3 − c1faθ˙ − c1frϕ˙+
−k1fx1 + (k1f + k2)x3 − k1faθ − k1frϕ.
Aplicando a segunda lei de Newton para a massam4, tem-se:
−ufd + k2wfd = m4x¨4 − c1f x˙1 + c1f x˙4 − c1faθ˙ + c1frϕ˙+
−k1fx1 + (k1f + k2)x4 − k1faθ + k1frϕ.
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Aplicando a segunda lei de Newton para a massam5, tem-se:
−utd + k2wtd = m5x¨5 − c1tx˙1 + c1tx˙5 + c1tbθ˙ + c1trϕ˙+
−k1tx1 + (k1t + k2)x5 + k1tbθ + k1trϕ.
Colocando as equac¸o˜es na forma matricial, tem-se:


m1 0 0 0 0 0 0
0 m2 0 0 0 0 0
0 0 m3 0 0 0 0
0 0 0 m4 0 0 0
0 0 0 0 m5 0 0
0 0 0 0 0 I 0



















2c1f+2c1t −c1t −c1f −c1f −c1t 2(c1fa− c1tb) 0
−c1t c1t 0 0 0 c1tb −c1tr
−c1f 0 c1f 0 0 −c1fa −c1fr
−c1f 0 0 c1f 0 −c1fa c1fr
−c1t 0 0 0 c1t c1tb c1tr
2(c1fa− c1tb) c1tb −c1fa −c1fa c1tb 2(c1fa2 + c1tb2) 0



















2k1f + 2k1t −k1t −k1f −k1f −k1t 2(k1fa− k1tb) 0
−k1t k1t + k2 0 0 0 k1tb −k1tr
−k1f 0 k1f + k2 0 0 −k1fa −k1fr
−k1f 0 0 k1f + k2 0 −k1fa k1fr
−k1t 0 0 0 k1t + k2 k1tb k1tr
2(k1fa− k1tb) k1tb −k1fa −k1fa k1tb 2(k1fa2 + k1tb2) 0

























uteb− ufea− ufda+ utdb





Com a equac¸a˜o de movimento acima e´ possı´vel obter a mesma na forma de estados, ou seja:

















0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0





















































































1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1 0






















































































































































x1 corresponde ao deslocamento vertical do veı´culo;
x2 corresponde ao deslocamento vertical da roda traseira esquerda;
x3 corresponde ao deslocamento vertical da roda dianteira esquerda;
x4 corresponde ao deslocamento vertical da roda dianteira direita;
x5 corresponde ao deslocamento vertical da roda traseira esquerda;
x6 corresponde ao deslocamento angular do veı´culo, ou seja θ;
x7 corresponde ao deslocamento angular do veı´culo, ou seja ϕ;
x8 corresponde a` velocidade vertical do veı´culo, ou seja x˙1;
x9 corresponde a` velocidade vertical da roda traseira esquerda, ou seja x˙2;
x10 corresponde a` velocidade vertical da roda dianteira esquerda, ou seja x˙3;
x11 corresponde a` velocidade vertical da roda dianteira direita, ou seja x˙4;
x12 corresponde a` velocidade vertical da roda traseira esquerda, ou seja x˙5;
x13 corresponde a` velocidade angular do veı´culo, ou seja θ˙;
x14 corresponde a` velocidade angular do veı´culo, ou seja ϕ˙.
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Anexo B - Deduc¸a˜o da Equac¸a˜o (2.31)
O resultado de (2.31) pode ser verificado aplicando-se o complemento de Schur. A equac¸a˜o
(2.31) e´ reescrita abaixo:







Aplicando-se o complemento de Shur, e´ possı´vel obter:









 (−γ−2I) [ B˜′P˜ D˜′ ] .
Efetuando o produto de matrizes, obte´m-se:










Aplicando Schur novamente na equac¸a˜o acima, e´ possı´vel obter [25]:

 A˜′P˜+ P˜A˜+ γ−2P˜B˜B˜′P˜ C˜′ + P˜B˜D˜′γ−2
C˜+ D˜′B˜′P˜γ−2 −I+ D˜D˜′γ−2




















+ C˜′C˜ < 0.
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Anexo C - Norma H∞
O projeto H∞ consiste em reduzir a norma infinito da func¸a˜o ou matriz de transfereˆncia da
saı´da de desempenho com respeito a`s entradas exo´genas, o que representa minimizar o pico de
resposta em frequ¨eˆncia do sistema em malha fechada [4]. Vale especificar que no caso de sistemas
multivaria´veis o diagrama da resposta em frequ¨eˆncia se refere ao diagrama de valores singulares, e
no caso de sistemas de entrada u´nica ao diagrama de Bode da amplitude.
A norma H∞ e´ definida como segue:
• Norma H∞ da func¸a˜o de transfereˆnciaG(s) (SISO) e´: ‖G(s)‖∞ = supw |G(jw)|;
• Norma H∞ da func¸a˜o de transfereˆnciaG(s) (MIMO) e´: ‖G(s)‖∞ = supwσmax(G(jw)),





onde λmax denota o maior autovalor [4].
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Anexo D - Programas Utilizados




\% 2 graus de liberdade:































































nw=size(B11,2); \%nu´mero de entradas exogenas
nu=size(B21,2); \%nu´mero de entradas de controle
























for i = 1:N
[A,B,C,D] = ssdata(G{i});
[s,e] = size(D);







nw=size(B1,2); \%nu´mero de entradas exogenas
nu=size(B2,2); \%nu´mero de entradas de controle







































































































nw=size(B11,2); \%nu´mero de entradas exogenas
nu=size(B21,2); \%nu´mero de entradas de controle

































for i = 1:N
[A,B,C,D] = ssdata(G{i});
[s,e] = size(D);







nw=size(B1,2); \%nu´mero de entradas exogenas
nu=size(B2,2); \%nu´mero de entradas de controle
























































































































nw=size(B11,2); \%nu´mero de entradas exogenas
nu=size(B21,2); \%nu´mero de entradas de controle









































for i = 1:N
[A,B,C,D] = ssdata(G{i});
[s,e] = size(D);







nw=size(B1,2); \%nu´mero de entradas exogenas
nu=size(B2,2); \%nu´mero de entradas de controle
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Ca´lculo do controlador do modelo de 2 graus de liberdade:
function K1=Hinfpolitopico(G,n,ny,nu,nw,nz)
\%=============================================================










LMI = set([Y eye(n);
eye(n) X] > 0);
for i = 1:N
[A,B,C,D] = ssdata(G{i});
[s,e] = size(D);





LMI = LMI + set([Y*A’+F’*B2’+A*Y+B2*F A+M’ Y*C1’+F’*D12’ B1;
A’+M A’*X+C2’*L’+X*A+L*C2 C1’ X*B1+L*D21;
C1*Y+D12*F C1 -eye(nz) zeros(nz,nw);
















mn=375; cnf=1000; cnt=1100; c2=0; kn=190000;







































Ca´lculo do controlador do modelo de 4 graus de liberdade:
function K1=Hinfpolitopico(G,n,ny,nu,nw,nz)
\%=============================================================









LMI = set([Y eye(n);
eye(n) X] > 0);
for i = 1:N
[A,B,C,D] = ssdata(G{i});
[s,e] = size(D);






LMI = LMI + set([Y*A’+F’*B2’+A*Y+B2*F A+M’ Y*C1’+F’*D12’ B1;
A’+M A’*X+C2’*L’+X*A+L*C2 C1’ X*B1+L*D21;
C1*Y+D12*F C1 -eye(nz) zeros(nz,nw);















mn=750; cnf=1000; cnt=1100; c2=0; kn=190000;
















































Ca´lculo do controlador do modelo de 7 graus de liberdade:
function K1=Hinfpolitopico(G,n,ny,nu,nw,nz)
%=============================================================









LMI = set([Y eye(n);
eye(n) X] > 0);
for i = 1:N
[A,B,C,D] = ssdata(G{i});
[s,e] = size(D);





LMI = LMI + set([Y*A’+F’*B2’+A*Y+B2*F A+M’ Y*C1’+F’*D12’ B1;
A’+M A’*X+C2’*L’+X*A+L*C2 C1’ X*B1+L*D21;
C1*Y+D12*F C1 -eye(nz) zeros(nz,nw);














%Teste - matriz a fechar no controlador
%==========================================================================






































nw=size(B1,2); %nu´mero de entradas exogenas
nu=size(B2,2); %nu´mero de entradas de controle




A=GG{1}.a; B=GG{1}.b; C=GG{1}.c; D=GG{1}.d;
B1=B(:,1:nw); B2=B(:,nw+1:end);
C1=C(1:nz,:); C2=C(nz+1:end,:);
D11=D(1:nz,1:nw); D12=D(1:nz,nw+1:end);
D21=D(nz+1:end,1:nw); D22=D(nz+1:end,nw+1:end);
%--------------------------------------------------------------------------
Dc = zeros(nu,ny);
Cc = F*inv(V);
Bc = inv(U.’)*L;
199
Ac = inv(U.’)*(M-X*A*Y-X*B2*F-L*C2*Y)*inv(V);
Acch=Ac-Bc*D22*Cc;
Bcch=Bc-Bc*D22*Dc;
Ccch=(1-Dc*D22)*Cc;
Dcch=Dc;
eig(Acch)
K1=ss(Acch,Bcch,Ccch,Dcch);
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